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數學算板中多元輾轉相除法直式算則及其

延伸補遺 

 

林保平  
台北市立教育大學數學系退休

壹、前言  
林（民 110）曾描述多重輾轉轉相除法及多元輾轉轉相除法直式算則，「多重」是指透

過  gcd(𝑐ଵ, 𝑐ଶ, 𝑐ଷ, … 𝑐௡) = gcd (gcd (… (gcd (gcd (𝑐ଵ, 𝑐ଶ), 𝑐ଷ), … , 𝑐௡ିଵ), 𝑐௡) 的 方 式 ， 連 續 作 多 次 的 兩

數輾轉相除法；「多元」是指透過多個數同時參與的輾轉相除法。本文將對多元輾轉轉相

除法直式算則作更近一步的改進，並討論其延伸的後推法的原理及算則，此外，我們也根

據 Lehmer(1919)的討論，探討第二種解線性不定方程式整數一般解的「多元輾轉模餘推演

法則」及其延伸的前推法與後推法。對於類似歐拉(Euler)透過線性不定方程式列出聯立方

程組，再求其一般解的程式及原理，我們也做一些討論。 

 

貳、多元除法及其直式算則  
整數除法原理  (Boute,1992) 

    設𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑏 ≠ 0, ∃!   𝑞, 𝑟 ∈ ℤ  ∋ 𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟, 0 ≤ 𝑟 < |𝑏|。 

此除法原理被稱為歐幾里得除法（Euclid division），我們說被除數𝑎除以除數𝑏，得商𝑞 餘

數𝑟。由於 𝑟 = 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 |𝑏|)，我們也稱𝑟為模餘，此除法也稱為模餘除法。本文中所說的除

法 就 是 這 個 除 法 。 本 文 討 論 除 法 時 ， 常 會 規 定 除 數 為 0 時 ， 商 為 0， 餘 數 為 𝑎。 亦 即 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 0) = 𝑎。 

多元整數除法原理 

    設 𝑐ଵ, 𝑐ଶ, 𝑐ଷ, … 𝑐௞為整數，將𝑐ଵ除以𝑐ଶ得商𝑞ଵ及餘數，再將餘數除以𝑐ଷ得商𝑞ଶ及餘數，依

序做下去，最後將餘數除以𝑐௞得商𝑞௞餘數為𝑟，若除數為 0 時規定商為 0，餘數續用，此時

我們可得 𝑐ଵ =  𝑐ଶ𝑞ଵ + 𝑐ଷ𝑞ଶ + ⋯ +𝑐௞𝑞௞ିଵ + 𝑟 ,       0 ≤ 𝑟 < |𝑐௜|。我 們稱 此 除法 為多 元 (𝒌元 )的 除 法 (multiple 

number division)，𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௞ିଵ稱為商列，𝑟為餘數。 
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由於𝑐ଵ =  𝑐ଶ𝑞ଵ + 𝑐ଷ𝑞ଶ + ⋯ +𝑐௞𝑞௞ିଵ + 𝑟，若 𝑑為𝑐ଶ, 𝑐ଷ, … 𝑐௞, 𝑟的公因數，則𝑑為𝑐ଵ的因數，亦即𝑑
為 𝑐ଵ, 𝑐ଶ, 𝑐ଷ, … 𝑐௞ 的 公 因 數 ， 反 之 ， 若 𝑑為 𝑐ଵ, 𝑐ଶ, 𝑐ଷ, … 𝑐௞ 的 公 因 數 ， 由 於 𝑟 = 𝑐ଵ − 𝑐ଶ𝑞ଵ − 𝑐ଷ𝑞ଶ −⋯ −𝑐௞𝑞௞ିଵ，故𝑑為𝑟的因數，亦即 𝑑為𝑐ଶ, 𝑐ଷ, … 𝑐௞, 𝑟的公因數，因此，對多元的除法類似式子，

我們有下列「多元除法」的最大公因數定理： 

設  𝒄𝟏, 𝒄𝟐, 𝒄𝟑, … 𝒄𝒌為整數， 

若存在 𝒒𝒊 , 𝒓 ∈ ℤ  ∋ 𝒄𝟏 =  𝒄𝟐𝒒𝟏 + 𝒄𝟑𝒒𝟐 + ⋯ +𝒄𝒌𝒒𝒌ି𝟏 + 𝒓 

則 𝐠𝐜𝐝 (𝒄𝟏, 𝒄𝟐, 𝒄𝟑, … 𝒄𝒌) = 𝐠𝐜𝐝 ( 𝒄𝟐, 𝒄𝟑, … 𝒄𝒌, 𝒓)。 

設 𝑐ଵ, 𝑐ଶ, 𝑐ଷ, … 𝑐௞為正整數，令 𝑎ଵି௞ = 𝑐ଵ , 𝑎ଶି௞ = 𝑐ଶ , … , 𝑎௜ି௞ = 𝑐௜ , …  , 𝑎ିଵ = 𝑐௞ିଵ , 𝑎଴ = 𝑐௞亦即令𝑎௝ି௞ = 𝑐௝ , 𝑗 = 1,2, …  , 𝑘 且 

對 𝑎 數列的前𝑘項𝑎௜ି௞ , 𝑎௜ି௞ାଵ , … , 𝑎௜ିଶ , 𝑎௜ିଵ作多元的除法得商𝑞ଵ௜ , 𝑞ଶ௜ , …  , 𝑞(௞ିଵ)௜ ，餘數令其

為 𝑎௜，作遞迴定義，  𝑎௜ =  𝑎௜ି௞ − 𝑎௜ି௞ାଵ𝑞ଵ௜ − ⋯ −𝑎௜ିଵ𝑞(௞ିଵ)௜，其中  0 < 𝑎௜ < 𝑎௝ , 𝑗 < 𝑖。 

則存在 𝑛 ∈ ℕ, ∋ 𝑎௡ ≠ 0 , 𝑎௡ା௝ = 0, 𝑗 = 1,2, … , 𝑘 − 1,  
其中 𝑖 = 1,2, … 𝑛, 𝑛 + 1, … , 𝑛 + 𝑘 − 1 

這 樣 的 過 程 ， 我 們 稱 為 多 元 輾 轉 相 除 法 (multiple number Euclidean Algorithm)。 由 於 gcd(𝑐ଵ, 𝑐ଶ, 𝑐ଷ, … 𝑐௞) = gcd(𝑐ଶ, 𝑐ଷ, … 𝑐௞, 𝑎ଵ) = ⋯ = gcd(𝑎௡ି௞ାଵ, … 𝑎௡ିଵ, 𝑎௡) = ⋯ = gcd(𝑎௡ିଵ, 𝑎௡ , 0, … ,0) = gcd(𝑎௡ , 0, … ,0) = 𝑎௡，因此我們可得到下列定理： 

多元輾轉相除法原理 

設 𝒄𝟏, 𝒄𝟐, 𝒄𝟑, … 𝒄𝒌為正整數，作多元輾轉相除法，則 𝒂𝒏 = 𝐠𝐜𝐝(𝒄𝟏, 𝒄𝟐, 𝒄𝟑, … 𝒄𝒌) 

圖 1 展示的就是數學算板中，8913、5677、4373 三數的三元輾轉相除法直式算則實例。 

 

圖 1:多元輾轉相除法直式算則  
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圖中的𝑎行前𝑘個元素就是𝑐ଵ, 𝑐ଶ, 𝑐ଷ, … 𝑐௞，𝑎行輾轉相除，最後一個非零元數，就是最大

公因數，圖中𝑞ଵ, 𝑞ଶ, … , 𝑞௞ିଵ等行就是商列構成的行。數學算板中，可在上方輸入兩個或兩

個以上的整數，求這些數的最大公因數，並列出其商。圖中的多元除法算式行，展示的是

商行中每一列的商相關的多元除法式子。數學算板可選擇呈現或隱藏算式行。圖中「重啟」

按鈕可以清除所有內容只呈現輾轉相除得起始元（圖中的一二三列），「依序輾轉」按鈕可

依序向下一列一列的算出及呈現每一個多元除法得商列，按右鍵，可以回到上一列。 輸

入的數若只有兩個，就是兩數的輾轉相除，因此，二元的輾轉相除法直式算則是多元輾轉

相除法直式算則的特例。 

 

參、整係數線性 n 元不定方程式的整數一般解  

設𝑐ଵ𝑥ଵ + 𝑐ଶ𝑥ଶ … + 𝑐௡𝑥௡ = 𝑑為整係數線性 n 元不定方程式，設d 為c୧的最大公因數,由於 

𝐴 = ൦ 𝛼ଵଵ𝛼ଵଶ𝛼ଵଷ ∙∙∙ 𝛼ଵ௡𝛼ଶଵ𝛼ଶଶ𝛼ଶଷ ∙∙∙ 𝛼ଶ௡                      ⋮             𝛼௡ଵ𝛼௡ଶ𝛼௡ ଷ ∙∙∙ 𝛼௡௡ ൪為一、三類基本矩陣(注 1)的乘積 ⟺ det(𝐴) = ±1 

我們可將「整係數線性 n 元不定方程式的整數一般解定理」（林，民 110），改寫為： 

設 𝒄𝟏𝒙𝟏 + 𝒄𝟐𝒙𝟐 … + 𝒄𝒏𝒙𝒏 = 𝒅𝒓 , 𝒄𝒊, 𝒅, 𝒓 ∈ ℤ 為線性 n 元不定方程式，𝑑為𝑐௜的最大公因數， 

若𝑨 = ൦ 𝜶𝟏𝟏𝜶𝟏𝟐𝜶𝟏𝟑 ∙∙∙ 𝜶𝟏𝒏𝜶𝟐𝟏𝜶𝟐𝟐𝜶𝟐𝟑 ∙∙∙ 𝜶𝟐𝒏                      ⋮             𝜶𝒏𝟏𝜶𝒏𝟐𝜶𝒏𝟑 ∙∙∙ 𝜶𝒏𝒏 ൪，𝜶𝒊𝒋 ∈ ℤ 且 |𝒅𝒆𝒕(𝑨)| = 𝟏 ， 𝐀 ൦𝒄𝟏𝒄𝟐⋮𝒄𝒏൪ = ൦𝒅𝟎⋮𝟎൪ 

則  𝒄𝟏𝒙𝟏 + 𝒄𝟐𝒙𝟐 … + 𝒄𝒏𝒙𝒏 = 𝒅𝒓, 𝒓 ∈ ℤ的一般解為 

൞𝒙𝟏 = 𝜶𝟏𝟏𝒓 + 𝜶𝟐𝟏𝒕𝟐 + 𝜶𝟑𝟏𝒕𝟑 +∙∙∙ +𝜶𝒏𝟏𝒕𝒏𝒙𝟐 = 𝜶𝟏𝟐𝒓 + 𝜶𝟐𝟐𝒕𝟐 + 𝜶𝟑𝟐𝒕𝟑 +∙∙∙ +𝜶𝒏𝟐𝒕𝒏⋮𝒙𝒏 = 𝜶𝟏𝒏𝒓 + 𝜶𝟐𝒏𝒕𝟐 + 𝜶𝟑𝒏𝒕𝟑 +∙∙∙ +𝜶𝒏𝒏𝒕𝒏 𝒕𝒊 ∈ ℤ, 𝒊 = 𝟐, 𝟑, ⋯ , 𝒏  ，亦即 

൦𝒙𝟏𝒙𝟐⋮𝒙𝒏൪ = 𝑨𝒕 ൦ 𝒓𝒕𝟐⋮𝒕𝒏൪，𝑨𝒕稱為該不定方程式的解係數矩陣。 
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肆、延伸的多元輾轉相除前推法的直式算則及後推法  

圖 2 是數學算板解8913𝑥 + 5677𝑦 + 4378𝑧 = 𝑟 的舊直式算則前推法實例（林，民 110），

圖中前四行其實只是為協助計算商列而呈現的。中間三行（𝑑, 𝑞ଵ, 𝑞ଶ）就是我們前述的多元

輾轉相除法直式算則。後面三行，其實就是「多元輾轉相除法」的延伸行（解行）。 

 

圖 2:林（民 110）中延伸多元的輾轉相除直式算則實例 

 

我們將圖 2 前三行省略簡化成圖 3，就是新的延伸的多元輾轉相除法直式算則。 

 

圖 3:簡化版延伸多元的輾轉相除法前推法直式算則 
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若輸入不同個數的整數時，整個延伸輾轉會重新計算展現。對延伸的𝑁元輾轉相除，

按鈕「重啟」可以將畫面資料隱藏，只留下前𝑁列。按鈕「依序輾轉」為連續按鈕，按左

鍵依序呈現下一行，按右鍵會回覆到前一行。同樣的，這個延伸多元輾轉相除法直式算則

是一般化的延伸輾轉相除法。  

 

以三元為例，要解𝑐ଵ𝑥 + 𝑐ଶ𝑦 + 𝑐ଷ𝑧 = 𝑑𝑟, 𝑟 ∈ ℤ，其中𝑑 = gcd (𝑐ଵ, 𝑐ଶ , 𝑐ଷ)，由林（民 110）及

前多元的輾轉相除法假設，我們知道𝑥, 𝑦, 𝑧行計算的規則是： 

令  ൥𝑥ିଶ   𝑦ିଶ   𝑧ିଶ𝑥ିଵ   𝑦ିଵ   𝑧ିଵ𝑥଴     𝑦଴     𝑧଴ ൩ = ൥1  0  00  1  00  0  1൩ ，且 

൝𝑥௜ = 𝑥௜ିଷ−𝑥௜ିଶ𝑞ଵ௜ − 𝑥௜ିଵ𝑞ଶ௜𝑦௜ = 𝑦௜ିଷ−𝑦௜ିଶ𝑞ଵ௜ − 𝑦௜ିଵ𝑞ଶ௜𝑧௜ = 𝑧௜ିଷ−𝑧௜ିଶ𝑞ଵ௜ − 𝑧௜ିଵ𝑞ଶ௜ ， 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2 ， 

其中𝑑 = 𝑎௡ ≠ 0，𝑎௡ାଵ = 0, 𝑎௡ାଶ = 0 ，以矩陣的方式來描述時就是： 

[𝑥௜𝑦௜𝑧௜] = [1   − 𝑞ଵ௜    − 𝑞ଶ௜] ൥𝑥௜ିଷ     𝑦௜ିଷ    𝑧௜ିଷ𝑥௜ିଶ     𝑦௜ିଶ  𝑧௜ିଶ𝑥௜ିଵ     𝑦௜ିଵ  𝑧௜ିଵ ൩                 [1] 

൥𝑥௜ିଶ     𝑦௜ିଶ   𝑧௜ିଶ𝑥௜ିଵ     𝑦௜ିଵ   𝑧௜ିଵ𝑥௜           𝑦௜         𝑧௜ ൩ = ൥0          1          00          0          11  − 𝑞ଵ௜  − 𝑞ଶ௜൩ ൥𝑥௜ିଷ     𝑦௜ିଷ   𝑧௜ିଷ𝑥௜ିଶ     𝑦௜ିଶ   𝑧௜ିଶ𝑥௜ିଵ     𝑦௜ିଵ   𝑧௜ିଵ൩          [2] 

   其中 𝐸௜ = ൥0          1          00          0          11  − 𝑞ଵ௜  − 𝑞ଶ௜൩   , 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2為第一，三類基本列運算的合成，

亦即 |det(𝐸௜)| =  1,由於𝐸௜的元素均為整數，故知 𝐸௜ିଵ的元素也均為整數。[2]式也說明了前

述直式算則可以一列一列的往下推演，而列成直式算則。再令 

𝐴௜ = ൥𝑥௜ିଶ     𝑦௜ିଶ   𝑧௜ିଶ𝑥௜ିଵ     𝑦௜ିଵ   𝑧௜ିଵ𝑥௜           𝑦௜         𝑧௜ ൩ , 𝑖 = 0,1,2, ⋯ , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2，則[2]可記為 

𝐴௜ = 𝐸௜𝐴௜ିଵ , 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛。 亦即 𝐴௡ = 𝐸௡𝐸௡ିଵ … 𝐸ଵ𝐴଴ = 𝐸௡𝐸௡ିଵ … 𝐸ଵ 為第一，三類基本矩

陣的乘積，且 𝐴௡ ቈ𝑥𝑦𝑧቉ = ቈ𝑎௡00 ቉。圖 2 中 𝐴ଵସ = ൥−19    36   − 8−57    17      9461  − 95   − 1൩，由整係數線性 n 元不定方程式

的整數一般解定理知，8913𝑥 + 5677𝑦 + 4378𝑧 = 𝑟 的一般解為  
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൝ 𝑥 = −19𝑟 − 57𝑠 + 61𝑡𝑦 =  36𝑟   + 17𝑠 − 95𝑡𝑧 = −8𝑟   +  94𝑠  − 𝑡      𝑠, 𝑡 ∈ ℤ 

Lehmer（1941）曾提出後推法的算則，這個方法可以容易地透過前推法予以驗證。圖

4 展示的是數學算板的延伸多元的輾轉相除後推法的算則實例。圖 3 與圖 4 的差異只在延

伸行（解行），最上方及最下方均為預設的單位矩陣構成的列，前者由上至下，後者由下

至上一列一列地計算。 

 
圖 4:延伸多元的輾轉相除後推法的算則實例 

仍以三元為例，要解𝑐ଵ𝑥 + 𝑐ଶ𝑦 + 𝑐ଷ𝑧 = 𝑑𝑟, 𝑟 ∈ ℤ，其中𝑑 = gcd (𝑐ଵ, 𝑐ଶ , 𝑐ଷ)，後推法的列計

算規則是： 

൥𝑥௡ାଷ   𝑦௡ାଷ   𝑧௡ାଷ𝑥௡ାସ   𝑦௡ାସ   𝑧௡ାସ𝑥௡ାହ   𝑦௡ାହ   𝑧௡ାହ൩ = ൥1  0  00  1  00  0  1൩且 

൝ 𝑥௜ = 𝑥௜ାଵ𝑞ଵ௜ + 𝑥௜ାଶ𝑞ଶ௜+ 𝑥௜ାଷ𝑦௜ = 𝑦௜ାଵ𝑞ଵ௜ + 𝑦௜ାଶ𝑞ଶ௜ + 𝑦௜ାଷ𝑧௜ = 𝑧௜ାଵ𝑞ଵ௜ + 𝑧௜ାଶ𝑞ଶ௜ + 𝑧௜ାଷ   , 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2 ， 

其中𝑑 = 𝑎௡ ≠ 0且 𝑎௡ାଵ = 0, 𝑎௡ାଶ = 0 ，以矩陣的方式來描述時， 
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[𝑥௜   𝑦௜   𝑧௜] = [𝑞ଵ௜   𝑞ଶ௜  1] ൥𝑥௜ାଵ     𝑦௜ାଵ   𝑧௜ାଵ𝑥௜ାଶ     𝑦௜ାଶ   𝑧௜ାଶ𝑥௜ାଷ     𝑦௜ାଷ   𝑧௜ାଷ൩                [3] 
൥ 𝑥௜         𝑦௜         𝑧௜𝑥௜ାଵ     𝑦௜ାଵ   𝑧௜ାଵ𝑥௜ାଶ     𝑦௜ାଶ   𝑧௜ାଶ൩ = ൥𝑞ଵ௜   𝑞ଶ௜   11      0      00      1      0൩ ൥𝑥௜ାଵ     𝑦௜ାଵ   𝑧௜ାଵ𝑥௜ାଶ     𝑦௜ାଶ   𝑧௜ାଶ𝑥௜ାଷ     𝑦௜ାଷ   𝑧௜ାଷ൩          [4]  

其中𝐸ᇱ௜ = ൥𝑞ଵ௜   𝑞ଶ௜   11      0      00      1      0൩   , 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2 

令  
𝐵௜ = ൥ 𝑥௜         𝑦௜         𝑧௜𝑥௜ାଵ     𝑦௜ାଵ   𝑧௜ାଵ𝑥௜ାଶ     𝑦௜ାଶ   𝑧௜ାଶ൩  , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2, 𝑛 + 31, 𝑛 + 2, 𝑛 + 3 ，則[4]可記為 

𝐵௜ = 𝐸ᇱ௜𝐵௜ାଵ , 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛，亦即 𝐵ଵ = 𝐸ᇱଵ𝐸ᇱଶ … 𝐸ᇱ௡𝐵௡ାଵ = 𝐸ᇱଵ𝐸ᇱଶ … 𝐸ᇱ௡， 

𝐵ଵ 就是我們後推法的結果矩陣。而矩陣公式[4]，也證明了在解行，我們可以一列一

地由後方（下方）向前方（上方）推演。 

由 前 推 法 我 們 知 道 前 推 法 的 結 果 矩 陣  𝐴௡ = 𝐸௡𝐸௡ିଵ … 𝐸ଵ  故  𝐵ଵ𝐴௡ =
𝐸ᇱଵ𝐸ᇱଶ … 𝐸ᇱ௡𝐸௡𝐸௡ିଵ … 𝐸ଵ 

由於𝐸ᇱ௜𝐸௜ = ൥𝑞ଵ௜   𝑞ଶ௜   11      0      00      1      0൩ ൥0          1          00          0          11  − 𝑞ଵ௜  − 𝑞ଶ௜൩ = ൥1   0   00   1   00   0   1൩ , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  

故知𝐵ଵ𝐴௡ = ൥1   0   00   1   00   0   1൩，故 𝐴௡ = 𝐵ଵିଵ，這告訴我們，由後推法算出的解行結果矩陣的反

置矩陣𝐵ଵ௧，其實並不是不定方程式的解係數矩陣,，(𝐵ଵିଵ)୲ = 𝐴௡௧才是解係數矩陣。數學算

板的程式，另有「一般解」按鈕，可以直接求出𝐵ଵ的反矩陣，再由此求出一般解。圖 5 展

示的就是圖 4 的例中，8913𝑥 + 5677𝑦 + 4378𝑧 = 𝑟的「一般解」按鈕列出的結果。因此延伸

的多元輾轉相除法的後推法，在解線性不定方程式來看，應是略遜於前推法。 
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圖 5:示圖 4 例題「一般解」按鈕列出的結果 

 
五、多元輾轉模餘推演算則及其延伸  

其實除了多元輾轉相除法可以延伸求出線性不定方程的整數一般解外，「整係數線性

n 元不定方程式的整數一般解定理」其實告訴我們，只要能生成定理條件中的 A 矩陣的算

則都可以求出一般解。Lehmer(1919) 就曾使用「多元輾轉正模餘推演」（取正是為了避開

模數為零的狀況）於其線性不定方程式的一般解算則中。數學算板修改正模餘推演如下： 

設 𝑐ଵ, 𝑐ଶ, 𝑐ଷ, … 𝑐௞為整數，若 

（1） cଵ ≠ 0，將𝑐ଶ, 𝑐ଷ, … , 𝑐௞分別除以𝑐ଵ得餘數𝑟ଵ ,𝑟ଶ , . . . , r୩ିଵ，商列𝑞ଵ ,𝑞ଶ , . . . , q୩ିଵ， 

其中0 ≤ 𝑟௜ < |𝑐ଵ|, 𝑖 = 1,2, … , 𝑘 − 1 

（2） cଵ = 0，取𝑞௜ = 0, 𝑟௜ = 𝑐௜ାଵ , 𝑖 = 1,2, … , 𝑘 − 1。 

令 𝑟௞ = 𝑐ଵ。這樣，將𝑐ଵ, 𝑐ଶ, 𝑐ଷ, … 𝑐௞推至𝑟ଵ ,𝑟ଶ , . . . , r୩，得商列𝑞ଵ ,𝑞ଶ , . . . , q୩ିଵ之過程，我們特

別稱之為多元模餘推演 (multiple modulo remainder deducing)。 

設 𝑎௝ଵ = 𝑐௝, 𝑗 = 1,2, … , 𝑘 , 將 數 列 𝑎௝ଵ 作 多 元 模 餘 推 演 , 令 其 結 果 為 數 列 𝑎௝ଶ, 𝑗 = 1,2, … , 𝑘 商 列𝑞ଵଵ, 𝑞ଶଵ, … , 𝑞(௞ିଵ)ଵ ，作遞迴定義將數列𝑎௝௜, 𝑗 = 1,2, … , 𝑘對 𝑖作多元模餘推演，得餘數列𝑎௝(௜ାଵ)，
商列為𝑞ଵ௜, 𝑞ଶ௜, … , 𝑞(௞ିଵ)௜,，當 𝑖 = 𝑛 − 1 （餘數列為第𝑛列𝑎ଵ୬, 𝑎ଶ୬, … , 𝑎୩୬）且

௔మ೙௔భ೙ , ௔య೙௔భ೙ , … , ௔ೖ೙௔భ೙ 均為

整數時，遞迴停止。此時再取此整數列 
௔మ೙௔భ೙ , ௔య೙௔భ೙ , … , ௔ೖ೙௔భ೙為第 𝑛列的商列,故 0,0, … , 𝑎ଵ௡為餘數

列（第 n+1 列）。這樣的過程稱為多元輾轉模餘推演算則。不難看出此算則有終止的時候，

且𝑑 = 𝑎ଵ୬ = gcd (𝑐ଵ, 𝑐ଶ, 𝑐ଷ, … 𝑐௞)。在遞迴定義時，餘數有時會是零，此時就是定義（2）作用

的 時 機 ， Lehmer(1919)為 避 開 餘 數 為 0 之 狀 況 ， 故 取 「 正 」 模 餘 。 圖 6 就 是 數 學 板 中 33, 55, 79, 99的多元輾轉模餘推演算則的一個實例。 
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圖 6：多元輾轉模餘推演算則的一個實例 

設𝑐ଵ𝑥ଵ + 𝑐ଶ𝑥ଶ … + 𝑐௡𝑥௡ = 𝑑𝑟為線性 n 元不定方程式，其中𝑥௜表示未知變數，對於任意已

知整數係數𝑐௜，任意整數𝑟。設𝑑為𝑐௜的最大公因數，類似於多元輾轉相除法的前推法延伸，

我們將多元輾轉模數推演算則做類似的前推延伸，令延伸行為 𝑥௝  , 𝑗 = 1,2, … , 𝑘(若 𝑘 ≤ 4以𝑥 , 𝑦 , 𝑧 , 𝑤為行名) 

令 𝐴଴ = ⎣⎢⎢
⎢⎢⎡

𝑥ଵ(ି௞ାଵ)𝑥ଶ(ି௞ାଵ)  …  𝑥௞(ି௞ାଵ)𝑥ଵ(ି௞ାଶ)𝑥ଶ(ି௞ାଶ)  …  𝑥௞(ି௞ାଶ)..𝑥ଵ(ିଵ)         𝑥ଶ(ିଵ)       …        𝑥௞(ିଵ)𝑥ଵ଴                𝑥ଶ଴             …         𝑥௞଴ ⎦⎥⎥
⎥⎥⎤ = ⎣⎢⎢

⎢⎢⎡1  0  …   00  1  …   0...0  0  …   1⎦⎥⎥
⎥⎥⎤ = 𝐼௞ 

定義𝑥௝行的第 𝑖列元素為  

𝑥௝௜ = ൣ 1   𝑞ଵ௜𝑞ଶ௜   …    𝑞(௞ିଵ)௜൧
⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎡ 𝑥௝(௜ି௞)𝑥௝(௜ି௞ାଵ)...𝑥௝(௜ିଶ)𝑥௝(௜ିଵ) ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎤

  ,   𝑗 = 1,2, … , 𝑘。 
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令𝐴௜ =
⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎡𝑥ଵ(௜ି௞ାଵ)𝑥ଶ(௜ି௞ାଵ)   …   𝑥௞(௜ି௞ାଵ)𝑥ଵ(௜ି௞ାଶ)𝑥ଶ(௜ି௞ାଶ)  …   𝑥௞(௜ି௞ାଶ)...𝑥ଵ(௜ିଵ)𝑥ଶ(௜ିଵ)         …      𝑥௞(௜ିଵ)𝑥ଵ௜𝑥ଶ௜           …          𝑥௞௜ ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎤
 

則𝐴௜ିଵ = ⎣⎢⎢⎢
⎢⎡ 𝑥ଵ(௜ି௞)𝑥ଶ(௜ି௞)       …       𝑥௞(௜ି௞)𝑥ଵ(௜ି௞ାଵ)𝑥ଶ(௜ି௞ାଵ)  …  𝑥௞(௜ି௞ାଵ)...𝑥ଵ(௜ିଵ) 𝑥ଶ(௜ିଵ)    …     𝑥௞(௜ିଵ) ⎦⎥⎥⎥

⎥⎤
，亦即 

[𝑥ଵ௜𝑥ଶ௜  …  𝑥௞௜] = ൣ 1   𝑞ଵ௜𝑞ଶ௜   …    𝑞(௞ିଵ)௜൧ ⎣⎢⎢⎢
⎢⎡ 𝑥ଵ(௜ି௞)𝑥ଶ(௜ି௞)       …       𝑥௞(௜ି௞)𝑥ଵ(௜ି௞ାଵ)𝑥ଶ(௜ି௞ାଵ)  …  𝑥௞(௜ି௞ାଵ)...𝑥ଵ(௜ିଵ) 𝑥ଶ(௜ିଵ)    …     𝑥௞(௜ିଵ) ⎦⎥⎥⎥

⎥⎤
   [5]     

再令 𝐸௜ =
⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎡0      1        0       …         00      0        1        …        0...0      0        0        …        1 1      𝑞ଵ௜𝑞ଶ௜      …     𝑞௞௜ ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎤
  為(𝑘 + 1) × (𝑘 + 1)階矩陣，其中 |det(𝐸௜)| =  1,由於𝐸௜

的元素均為整數，故知 𝐸௜ିଵ的元素也均為整數。故知  

⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎡𝑥ଵ(௜ି௞ାଵ)𝑥ଶ(௜ି௞ାଵ)   …   𝑥௞(௜ି௞ାଵ)𝑥ଵ(௜ି௞ାଶ)𝑥ଶ(௜ି௞ାଶ)  …   𝑥௞(௜ି௞ାଶ)...𝑥ଵ(௜ିଵ)𝑥ଶ(௜ିଵ)         …      𝑥௞(௜ିଵ)𝑥ଵ௜𝑥ଶ௜           …          𝑥௞௜ ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎤
 

=
⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎡0      1        0       …         00      0        1        …        0...0      0       0        …        1   1     𝑞ଵ௜𝑞ଶ௜       …     𝑞௞௜ ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎤

⎣⎢⎢⎢
⎢⎡ 𝑥ଵ(௜ି௞)𝑥ଶ(௜ି௞)       …       𝑥௞(௜ି௞)𝑥ଵ(௜ି௞ାଵ)𝑥ଶ(௜ି௞ାଵ)  …  𝑥௞(௜ି௞ାଵ)...𝑥ଵ(௜ିଵ) 𝑥ଶ(௜ିଵ)    …     𝑥௞(௜ିଵ) ⎦⎥⎥⎥

⎥⎤
         [6] 
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亦即 𝐴௜ = 𝐸௜𝐴௜ିଵ  , 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛 − 1。因此， 𝐴௡ = 𝐸௡𝐴௡ିଵ = 𝐸௡𝐸௡ିଵ𝐴௡ିଶ = ⋯ = 𝐸௡𝐸௡ିଵ … 𝐸ଵ𝐴଴ = 𝐸௡𝐸௡ିଵ … 𝐸ଵ 

[5][6]式保證了這個前推法，可以一列一列向下推演。 

圖 7 展示的就是延伸的多元輾轉模數推演直式算則前推法的四元實例。由無空白的列

開始，向下為第1,2, … , 𝑛列（配合多元輾轉模餘推演算則），向上依次為 0, −1, −2, … , −𝑘 + 1
列。圖 7 的前 7 行就是圖 6 下推四列的結果。 

 

圖 7 延伸的輾轉模餘推演算則―前推法的四元實例  

觀察圖 7 中延伸行的最後一列恰為線性不定方程式的係數33,55,79,99，對此現象（𝑑 =1 時），Lehmer(1919)指出下列定理（可由數學歸納法證明）： 

當𝒅 = (𝒄𝟏, 𝒄𝟐, … , 𝒄𝒌) = 𝟏時， 

𝒂𝒋𝟏 = [𝒂𝟏𝒊𝒂𝟐𝒊𝒂𝟑𝒊   …    𝒂𝒌𝒊]
⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎡ 𝒙𝒋(𝒊ି𝒌)𝒙𝒋(𝒊ି𝒌ା𝟏)...𝒙𝒋(𝒊ି𝟐)𝒙𝒋(𝒊ି𝟏) ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎤

  ,   𝒋 = 𝟏, 𝟐, … , 𝒌。 
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或 [𝒂𝟏𝒊𝒂𝟐𝒊𝒂𝟑𝒊   …    𝒂𝒌𝒊] ⎣⎢⎢
⎢⎢⎡

𝒙𝟏(𝒊ି𝒌)𝒙𝟐(𝒊ି𝒌)           …          𝒙𝒌(𝒊ି𝒌)𝒙𝟏(𝒊ି𝒌ା𝟏)𝒙𝟐(𝒊ି𝒌ା𝟏)      …     𝒙𝒌(𝒊ି𝒌ା𝟏)...𝒙𝟏(𝒊ି𝟏)     𝒙𝟐(𝒊ି𝟏)             …        𝒙𝒌(𝒊ି𝟏) ⎦⎥⎥
⎥⎥⎤ = [𝒂𝟏𝟏𝒂𝟐𝟏 … 𝒂𝒌𝟏] 

其中 𝒊 = 𝟏, 𝟐, … , 𝒏, 𝒏 + 𝟏。 

    依此定理，我們知道 [0 0 … 1]𝐴௡ = [𝑐ଵ𝑐ଶ … 𝑐௞]亦即𝐴௡௧ ⎣⎢⎢⎢
⎡00..1⎦⎥⎥⎥

⎤ = ⎣⎢⎢⎢
⎡𝑐ଵ𝑐ଶ..𝑐௞⎦⎥⎥⎥

⎤
 

亦即(𝐴௡௧)ିଵ ⎣⎢⎢⎢
⎡𝑐ଵ𝑐ଶ..𝑐௞⎦⎥⎥⎥

⎤ = ⎣⎢⎢⎢
⎡00..1⎦⎥⎥⎥

⎤
 ，將 (𝐴௡௧)ିଵ的第一列與最後一列交換後，設其為 A，則A ⎣⎢⎢⎢

⎡𝑐ଵ𝑐ଶ..𝑐௞⎦⎥⎥⎥
⎤ = ⎣⎢⎢⎢

⎡10..0⎦⎥⎥⎥
⎤
  

 

因 |det (𝐴௡)| = 1，故 A 合於「整係數線性 n 元不定方程式的整數一般解定理」的條件，

可求出一般解，故𝐴௧為解係數矩陣，也就是說(𝐴௡)ିଵ的第一行與最後一行交換後的結果，

就是解係數矩陣。由於行延伸行得出的並非最後結果，數學算板有提供「一般解」按鈕，

可按鈕求出一般解。圖 8 展示的就是圖 7 例中的一般解。 

 

圖 8：四元線性方程式的一般解按鈕呈現的結果實例  
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對於圖 7 各列的計算，數學算板也有按鈕可以呈現各列的計算過程，圖 9 展示的就是

第五列的計算過程，它也同時驗證 Lehmer(1919)的定理，使用者可以依序呈現每一列的計

算。 

 

圖 9：第五列的計算及定理驗證按鈕呈現的結果  

這樣看來，這個前推法的作用，好像與前述延伸的多元輾轉相除法後推法類似，結果

矩陣仍需求出反矩陣才可以求出解係數矩陣。有趣的是，仿照前一節中延伸的輾轉相除─

後推法的處理，我們也在數學算板上作「延伸的輾轉模餘推演─後推法」。由於前面前推

法中𝐴௡ = 𝐸௡𝐸௡ିଵ … 𝐸ଵ，定義後推法的起始單位矩陣為 

⎣⎢⎢⎢
⎢⎡𝑥ଵ(௡ାଵ)𝑥ଶ(௡ାଵ)       …       𝑥௞(௡ାଵ)𝑥ଵ(௡ାଶ)𝑥ଶ(௡ାଶ)        …       𝑥௞(௡ାଶ)...𝑥ଵ(௡ା௞) 𝑥ଶ(௡ା௞)    …     𝑥௞(௡ା௞) ⎦⎥⎥⎥

⎥⎤ = ⎣⎢⎢
⎢⎢⎡1  0  …   00  1  …   0...0  0  …   1⎦⎥⎥

⎥⎥⎤ = 𝐼௞ 

令延伸行第 𝑖列矩陣 𝐵௜ = ⎣⎢⎢⎢
⎢⎡ 𝑥ଵ௜𝑥ଶ௜             …              𝑥௞௜𝑥ଵ(௜ାଵ)𝑥ଶ(௜ାଵ)       …      𝑥௞(௜ାଵ)...𝑥ଵ(௜ା௞ିଵ)𝑥ଶ(௜ା௞ିଵ) …  𝑥௞(௜ା௞ିଵ)⎦⎥⎥⎥

⎥⎤ , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, 𝑛 + 1 
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再令𝐸ᇱ௜ =
⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎡−𝑞ଵ௜    − 𝑞ଶ௜   …  − 𝑞(௞ିଵ)௜   1   1           0    …           0           0.   0          1    …            0           0... 0           0    …  0      1        0 ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎤
，其中 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

故𝐵௜ାଵ = ⎣⎢⎢⎢
⎢⎡𝑥ଵ(௜ାଵ)        𝑥ଶ(௜ାଵ)        …      𝑥௞(௜ାଵ)𝑥ଵ(௜ାଶ)𝑥ଶ(௜ାଶ)         …     𝑥௞(௜ାଶ)...𝑥ଵ(௜ା௞) 𝑥ଶ(௜ା௞)        …     𝑥௞(௜ା௞) ⎦⎥⎥⎥

⎥⎤
 

令延伸行每一列的計算規則為 [𝑥ଵ௜𝑥ଶ௜               …               𝑥௞௜] 
= ൣ−𝑞ଵ௜    − 𝑞ଶ௜   …  − 𝑞(௞ିଵ)௜   1൧ ⎣⎢⎢⎢

⎢⎡𝑥ଵ(௜ାଵ)        𝑥ଶ(௜ାଵ)        …      𝑥௞(௜ାଵ)𝑥ଵ(௜ାଶ)𝑥ଶ(௜ାଶ)         …     𝑥௞(௜ାଶ)...𝑥ଵ(௜ା௞) 𝑥ଶ(௜ା௞)        …     𝑥௞(௜ା௞) ⎦⎥⎥⎥
⎥⎤
 

故

⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎡−𝑞ଵ௜    − 𝑞ଶ௜   …  − 𝑞(௞ିଵ)௜   1   1           0    …           0           0.   0          1    …            0           0... 0           0    …  0      1        0 ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎤

⎣⎢⎢⎢
⎢⎡𝑥ଵ(௜ାଵ)𝑥ଶ(௜ାଵ)       …      𝑥௞(௜ାଵ)𝑥ଵ(௜ାଶ)𝑥ଶ(௜ାଶ)         …     𝑥௞(௜ାଶ)...𝑥ଵ(௜ା௞)𝑥ଶ(௜ା௞)       …     𝑥௞(௜ା௞) ⎦⎥⎥⎥

⎥⎤
 

= ⎣⎢⎢⎢
⎢⎡ 𝑥ଵ௜𝑥ଶ௜               …               𝑥௞௜𝑥ଵ(௜ାଵ)𝑥ଶ(௜ାଵ)         …        𝑥௞(௜ାଵ)...𝑥ଵ(௜ା௞ିଵ) 𝑥ଶ(௜ା௞ିଵ)  …   𝑥௞(௜ା௞ିଵ)⎦⎥⎥⎥

⎥⎤
 ，亦即  𝐸ᇱ௜𝐵௜ାଵ = 𝐵௜ 

這保證了後推法可以由下方一列一列推至上方至第一列𝐵ଵ。 

且 𝐵ଵ = 𝐸ᇱଵ𝐵ଶ = 𝐸ᇱଵ𝐸ᇱଶ𝐵ଷ = ⋯ = 𝐸ᇱଵ𝐸ᇱଶ … 𝐸ᇱ௡𝐵௡ାଵ = 𝐸ᇱଵ𝐸ᇱଶ … 𝐸ᇱ௡ 
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由於𝐸௜Eᇱ୧ =
⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎡ 0      1        0       …         00      0        1        …        0...0      0       0        …        1   1     𝑞ଵ௜𝑞ଶ௜       …     𝑞(௞ିଵ)௜⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎤

⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎡−qଵ୧    − qଶ୧   …  − q(୩ିଵ)୧   1   1           0    …           0            00           1    …            0            0... 0           0    …  0      1        0 ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎤

= 𝐼௞ 

因此 𝐴௡𝐵ଵ = 𝐸௡𝐸௡ିଵ … 𝐸ଵ𝐸ᇱଵ𝐸ᇱଶ … 𝐸ᇱ௡ = 𝐼௞故𝐵ଵ = 𝐴௡ିଵ 

因 此 將 後 推 法 延 伸 行 結 果 矩 陣 𝐵ଵ的最 後 一 行 與 第 一 行 交 換 之 後 得 到 的 矩 陣 就 是 一 般

解係數矩陣，圖 10 展示的就是這個後推法的一個實例。圖中延伸行的前四列構成的4 × 4
矩陣就是𝐵ଵ。圖 11 展示的是「一般解」按鈕秀出來的結果，與前推法得出的解是相同的。 

 

圖 10：延伸的多元輾轉模餘推演算則―後推法之四元實例  

 

圖 11：延伸的多元輾轉模餘推演算則―後推法的「一般解」按鈕呈現的結果。 
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六、延伸的多元輾轉相除法與輾轉模餘推演及直式算則  

比較前述兩種解線性不定方程的整數一般解的方法，我們看出延伸的「多元輾轉相除

法」的前推法與延伸的「多元輾轉模餘推演法則」的後推法都可由直式算則（一列一列向

前或向後）推出的延伸行矩陣直接觀察出解係數矩陣（只需轉置或交換行列），算是較方

便的作法，但前者的後推法及後者的前推法的直式算則推出的解延伸行結果矩陣，都需另

外再利用反矩陣以求出解係數矩陣，並未能由直式算則直接列出解係數矩陣，因此，嚴格

的說並非解線性方程式整數一般解的「直式算則」。「直式算則」只是手動計算方便的法則，

其實 若不 要 求直 式算 則 簡單 計算 方 式的 呈現 ， 以矩 陣的 推 演也 可以 直 解推 導出 解 係數 矩

陣。 

 根據「多元輾轉模餘推演」算則的遞迴算式，數列𝑎௝௜, 𝑗 = 1,2, … , 𝑘對 𝑖 作多元模餘推演，

得餘數列𝑎௝(௜ାଵ)，商列為𝑞ଵ௜, 𝑞ଶ௜, … , 𝑞(௞ିଵ)௜，亦即 

⎣⎢⎢
⎢⎢⎡ −𝑞ଵ௜        1    0 …    0−𝑞ଶ௜         0    1 …    0..−𝑞(௞ିଵ)௜ 0  …  0     1 1         0  . . .  0     0 ⎦⎥⎥

⎥⎥⎤
⎣⎢⎢
⎢⎢⎡

𝑎ଵ௜𝑎ଶ௜..𝑎(௞ିଵ)௜𝑎௞௜ ⎦⎥⎥
⎥⎥⎤ =

⎣⎢⎢
⎢⎢⎡

𝑎ଵ(௜ାଵ)𝑎ଶ(௜ାଵ)..𝑎(௞ିଵ)(௜ାଵ)𝑎௞(௜ାଵ) ⎦⎥⎥
⎥⎥⎤ , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

令𝐸௜ = ⎣⎢⎢
⎢⎢⎡ −𝑞ଵ௜        1    0 …    0−𝑞ଶ௜         0    1 …    0..−𝑞(௞ିଵ)௜ 0  …  0     1 1             0  . . .  0     0 ⎦⎥⎥

⎥⎥⎤  ，設𝐴଴為 k 階單位矩陣 令𝐴௜ = 𝐸௜𝐴௜ିଵ, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

故𝐴௡ = 𝐸௡𝐸௡ିଵ … 𝐸ଵ且𝐸௡𝐸௡ିଵ … 𝐸ଵ ⎣⎢⎢
⎢⎢⎡

𝑎ଵଵ𝑎ଶଵ..𝑎(௞ିଵ)ଵ𝑎௞ଵ ⎦⎥⎥
⎥⎥⎤ =

⎣⎢⎢
⎢⎢⎡

𝑎ଵ(௡ାଵ)𝑎ଶ(௡ାଵ)..𝑎(௞ିଵ)(௡ାଵ)𝑎௞(௡ାଵ) ⎦⎥⎥
⎥⎥⎤ =

⎣⎢⎢
⎢⎢⎡

00..0𝑎ଵ௡⎦⎥⎥
⎥⎥⎤ 

亦即 𝐴௡ ⎣⎢⎢
⎢⎢⎡
𝑐ଵ𝑐ଶ...𝑐௞⎦⎥⎥

⎥⎥⎤ = 𝐴௡ ⎣⎢⎢
⎢⎢⎡

𝑎ଵଵ𝑎ଶଵ..𝑎(௞ିଵ)ଵ𝑎௞ଵ ⎦⎥⎥
⎥⎥⎤ =

⎣⎢⎢
⎢⎢⎡

00..0𝑎ଵ௡⎦⎥⎥
⎥⎥⎤ = ⎣⎢⎢

⎢⎢⎡00..0𝑑⎦⎥⎥
⎥⎥⎤， 令 𝐴為𝐴௡交換第一列及最後一列後的矩陣，
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亦即 𝐴 ⎣⎢⎢
⎢⎢⎡
𝑐ଵ𝑐ଶ...𝑐௞⎦⎥⎥

⎥⎥⎤ = ⎣⎢⎢
⎢⎢⎡𝑑0..00⎦⎥⎥

⎥⎥⎤ ,由於 |det(𝐸௜) | = 1，故 |det(𝐴) |= |det(𝐴௡)| = 1 

由線性不定方程式整數解定理知 𝐴௧為其解係數矩陣。前述求解的過程與兩種「延伸

的多元輾轉」直式算則的前推法與後推法不同的是：此處的𝐴௜ = 𝐸௜𝐴௜ିଵ中， 𝐸௜同時改變了𝐴௜ିଵ中至少兩列的數值，因此無法一列一列向上或向下推演（無法寫成直式算則）。但卻可

以以矩陣序列的形式，展示推演的過程並直接推出解係數矩陣。 

 對於圖 6 展示的多元輾轉模餘推演程式中，我們也有程式按鈕，展示矩陣每一列推

演的過程。圖 12 展示的是相對於圖 6「多元輾轉模餘推演」，以非直式算則的矩陣推演，

求33𝑥 + 55𝑦 + 79𝑧 + 99𝑤 = 𝑟, 𝑟 ∈ ℤ的一般解過程中，求第 1 及第 10 矩陣的過程。圖中𝑀矩

陣列為上述𝐴矩陣列的增廣矩陣。𝐴 = 𝐸ଵ଴𝐸ଽ … 𝐸ଵ，𝐴௧就是解係數矩陣。 

 

 

圖 12：相對於圖 6 的第 1 及 10 矩陣的推演實例，以增廣矩陣的形式呈現 

圖 6 畫面中按鈕「一般解」，可以展示一般解。 
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七、模餘變數代換法  

林(民 110)曾討論歐拉常用的解線性不定方程式的方法，並介紹模數變數代換法，說

明這兩個方法其實本質上是相同的。數學算板也建立了一個「模餘變數代換法」程式，與

前述輾轉多元模餘推演法則類似，只是餘數位置不同。 

設 𝑐ଵ𝑥ଵ + 𝑐ଶ𝑥ଶ … + 𝑐௞𝑥௞ = 𝑑為線性 n 元不定方程式，𝑑 = gcd(𝑐ଵ, 𝑐ଶ, 𝑐ଷ, … 𝑐௞)，若（1）若 ∃ 𝑗 ∋  𝑐௝ = 1 ，則其一般解垂手可得。 

（ 2 ） 選 取 ห𝑐௝ห > 1 , 類 似 「 多 元 模 餘 推 演 」， 將 𝑐ଵ, 𝑐ଶ, 𝑐ଷ, … , 𝑐௞ 分 別 除 以 𝑐௝ 得 餘 數𝑟ଵ ,𝑟ଶ , . . . , 𝑟௜, … , r୩，商列𝑞ଵ, 𝑞ଶ, 𝑞ଶ , . . . , 𝑞௜, … q୩，使得 

𝑐௜ = 𝑐௝𝑞௜ + 𝑟௜ , 0 ≤ 𝑟௜ < ห𝑐௝ห, 𝑖 = 1,2, … , 𝑘，其中𝑞௝ = 1, 𝑟௝ = 0 ， 

令  𝑞ଵ𝑥ଵ + 𝑞ଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑥௝ + ⋯ + 𝑞௞𝑥௞ = 𝑡௝  （指定新變數 𝑡௝）      [7] 

將𝑥௝代入原不定方程式，可得 

𝑟ଵ𝑥ଵ + 𝑟ଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑟௝𝑡௝ + ⋯ + 𝑟௞𝑥௞ = 𝑑   （𝑡௝ 取代 𝑥௝）            [8] 

這個過程，我們稱為模餘變數代換，這個過程繼續對新方程式作下去，由於方程式係

數變小，或原變數變少，最終會停止，此時，我們會得到兩組「等價」的線性方程組，一

組是設定新變數（前述[7]）而得的「商行方程組」，另一組是代入後(前述[8])得到的「模

餘方程組」。解任一組，即可得到原不定方程式的一般解。圖 13 展示的就是數學算板的模

餘變數代換法的內容的綜合呈現。中間是模餘係數的直式算則，左邊的是模餘方程組，右

邊的是商行方程組。下方左邊及右邊分別是它們相應的增廣矩陣，變數為𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ଵ, 𝑡ଶ, 𝑡ଷ，

增廣矩陣最後一行為常數項，𝑡௝變數移項至右邊。按鈕可以隱藏或呈現每一個項目。 
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圖 13：歐拉模餘變數代換程式的綜合呈現畫面 

在數學算板中，點選任一個增廣矩陣都可透過數學算板「階梯矩陣」選項取得化簡後

的簡約階梯矩陣。圖 14 就是本例化簡後的簡約階梯矩陣，最後一列描述新設變數𝑡的關係，

與主變數（𝑥, 𝑦, 𝑧）不相關。 

 

圖 14：示圖 13 例中增廣矩陣化簡後的階梯矩陣 

兩個增廣矩陣都會得到相同的階梯矩陣。本程式可以輸入任意線性不定方程式的整數

係數，程式透過「模餘變數代換」列出係數，並可使用按鈕列出兩組聯立方程式，也可列

出一般解。圖 15 展示的就是按鈕一般解列出的結果。本例中，由於增廣矩陣左方矩陣為

單位矩陣，因此將將簡約階梯矩陣「增廣部分」的常數項行移到第一行，就是本例的解係

數矩陣，由於𝑡௜係數經過化簡，故重新定義變數。 
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圖 15：本例的「一般解」按鈕列出的結果 

有時簡約增廣矩陣去除不相關變數列，得到的左方矩陣不是單位矩陣，此時，程式會

視需要移動行並加入列，得出解係數矩陣。圖 16 展示的就是一個般解的實例。 

 

圖 16：利用移動行加入列的方式得到解係數矩陣 
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八、結語  

對於整係數線性不定方程的一般解，本文補充說明延伸多元輾轉相除法的前推法，定

義數學算板所使用的整數除法、多元除法及多元輾轉相除法，並討論了 Lehmer(1919)延伸

的後推法，前推法可直接由直式算則推出一般解的解係數矩陣，後後推法得出相關矩陣之

後，必須另外求出它的反矩陣，才可獲得解係數矩陣。此外，我們也根據 Lehmer(1919)的

多元正模餘推演法則建立了「多元模餘推演法則」，並討論其延伸的前推法及後推法，與

多元輾轉相除法延伸正好相反，前推法直式算則，只能推出相關矩陣，必須另外求矩陣。

但後推法則可以直接由直式算則推出一般解的解係數矩陣。「多元輾轉相除法」及「多元

模餘推演法」，都強調以直式算則求解（除了求反矩陣的部分外），都是先由直式算則求出

商列或餘數列，再透過延伸行求出解。其實，若不以直式算則來算，我們也介紹了直接透

過矩陣運算來求一般解的算則。此外，我們也討論了「模數變數變換法」，這是與歐拉常

用的解法相當的解法。透過模餘推演，列出等價的兩組線性聯立方程，解出任一組方程式，

都可求出一般解。數學算板對這些方法，都有建立程式，只要輸入線性方程式的係數，電

腦就可以秀出相關的流程及呈現資料，希望能夠對學生的學習及教師的教學有幫助。目前

正計畫將本文相關程式，獨立出數學算板程式模組，方便對這一主題有興趣的讀者，能夠

直接使用，未來會將其置於 https://mathboard.tw 上。 

 

備註  

注 1：林（民 110）pp46 中列基本矩陣的類別敘述中（2）（3）的內容應該交換 
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