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外心三角形與垂心三角形的面積關係 

連威翔  
 

壹、前言  

在 高 中 數 學 學 科 電 子 報 143 期 《 一 對 奇 特 的 比 例 式 ： 由 外 心 面 積 比 逆 求 三 角

形 邊 長 比 》 一 文 [1]中 ， 作 者 陳 建 燁 老 師 先 證 明 了 底 下 的 結 果 ：  

公 式  1： 設  𝑂 為 銳 角  Δ𝐴𝐵𝐶 的 外 心 ， 且  𝐵𝐶തതതത = 𝑎, 𝐶𝐴തതതത = 𝑏, 𝐴𝐵തതതത = 𝑐， 則  Δ𝑂𝐵𝐶: Δ𝑂𝐶𝐴: Δ𝑂𝐴𝐵 = 𝑎ଶ(𝑏ଶ + 𝑐ଶ − 𝑎ଶ): 𝑏ଶ(𝑐ଶ + 𝑎ଶ − 𝑏ଶ): 𝑐ଶ(𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ).            (1) 

 

圖  1 
接 著 ， 陳 老 師 利 用 上 述 公 式 證 明「 由 外 心 面 積 比 逆 求 三 角 形 邊 長 比 」公 式 ， 此 即

[1]文 標 題 的 由 來 。  

此 外 ， 在 高 中 數 學 學 科 電 子 報 148 期 《 由 垂 心 面 積 比 逆 求 三 角 形 邊 長 比 》 一

文 [2]中 ， 陳 建 燁 老 師 介 紹 了 另 一 個 與 上 述 公 式  1 類 似 的 結 果 ， 並 將 其 稱 為「 垂 心

面 積 比 的 邊 長 公 式 」 ， 如 下 ：  

公 式  2： 設  𝐻 為 銳 角  Δ𝐴𝐵𝐶 的 垂 心 ， 且  𝐵𝐶തതതത = 𝑎, 𝐶𝐴തതതത = 𝑏, 𝐴𝐵തതതത = 𝑐， 則            Δ𝐻𝐵𝐶: Δ𝐻𝐶𝐴: Δ𝐻𝐴𝐵 

   = (𝑎ସ − 𝑏ସ + 2𝑏ଶ𝑐ଶ − 𝑐ସ): (𝑏ସ − 𝑐ସ + 2𝑐ଶ𝑎ଶ − 𝑎ସ): (𝑐ସ − 𝑎ସ + 2𝑎ଶ𝑏ଶ − 𝑏ସ).                            (2) 

 
圖  𝟐 

若 按 照 公 式  2 的 命 名 方 式 ， 則 公 式  1 可 稱 為 「 外 心 面 積 比 的 邊 長 公 式 」 。  

如 同 圖  1 與 圖  2， 當 我 們 將 一 銳 角  Δ𝐴𝐵𝐶 的 外 心  𝑂 及 垂 心  𝐻 與 三 頂 點 連 線 後 ，

可 得  Δ𝑂𝐵𝐶, Δ𝑂𝐶𝐴, Δ𝑂𝐴𝐵 與  Δ𝐻𝐵𝐶, Δ𝐻𝐶𝐴, Δ𝐻𝐴𝐵 這 兩 組 三 角 形 ， 不 妨 將 這 兩 組 三 角 形 分
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別 稱 為  Δ𝐴𝐵𝐶 的 「 外 心 三 角 形 」 與 「 垂 心 三 角 形 」 。  

注 意 (1), (2)兩 式 分 別 以  Δ𝐴𝐵𝐶 的 三 邊 長  𝑎, 𝑏, 𝑐 表 示 出 兩 組 三 角 形 的 面 積 比，我 們

可 以 問，是 否 能 進 一 步 以  𝑎, 𝑏, 𝑐 寫 出 (1), (2)兩 式 中 六 個 三 角 形 的 面 積 表 達 式 呢 ？ 答

案 是 肯 定 的 。 除 此 之 外 ， 筆 者 還 發 現 這 兩 組 三 角 形 的 面 積 彼 此 之 間 的 關 聯 性 。 底

下 第 二 節 中 ， 筆 者 將 介 紹 自 己 的 發 現 供 讀 者 參 考 。  

貳、兩組三角形面積的表達式與關聯性  

首 先 觀 察 圖  1， 並 利 用 (1)式 假 設  Δ𝐴𝐵𝐶 的 「 外 心 三 角 形 」 面 積 如 下 ：  Δ𝑂𝐵𝐶 = 𝑎ଶ(𝑏ଶ + 𝑐ଶ − 𝑎ଶ)𝑇,                                                             (3) Δ𝑂𝐶𝐴 = 𝑏ଶ(𝑐ଶ + 𝑎ଶ − 𝑏ଶ)𝑇,                                                             (4) Δ𝑂𝐴𝐵 = 𝑐ଶ(𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ)𝑇,                                                             (5) 

其 中  𝑇 為 正 數 。 不 難 證 明 銳 角  Δ𝐴𝐵𝐶 的 外 心  𝑂 都 落 在 三 角 形 的 內 部 ， 如 圖  1， 因 此

以 上 述 三 式 配 合 海 龍 面 積 公 式 ， 可 寫 下  Δ𝑂𝐵𝐶, Δ𝑂𝐶𝐴, Δ𝑂𝐴𝐵 的 面 積 和 等 於  Δ𝐴𝐵𝐶 面 積

之 關 係 式 如 下 ：  ሾ𝑎ଶ(𝑏ଶ + 𝑐ଶ − 𝑎ଶ) + 𝑏ଶ(𝑐ଶ + 𝑎ଶ − 𝑏ଶ) + 𝑐ଶ(𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ)ሿ𝑇 = ඥ𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑏)                                                                     = 14 ඥ(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐 − 𝑎)(𝑐 + 𝑎 − 𝑏),                                                (6) 

其 中  𝑠 為  Δ𝐴𝐵𝐶 的 半 周 長 。 觀 察 (6)式 的 頭 尾 ， 可 分 別 計 算 出  𝑎ଶ(𝑏ଶ + 𝑐ଶ − 𝑎ଶ) + 𝑏ଶ(𝑐ଶ + 𝑎ଶ − 𝑏ଶ) + 𝑐ଶ(𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ)    = 2𝑎ଶ𝑏ଶ + 2𝑏ଶ𝑐ଶ + 2𝑐ଶ𝑎ଶ − 𝑎ସ − 𝑏ସ − 𝑐ସ                                                                   (7) 

以 及  ඥ(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐 − 𝑎)(𝑐 + 𝑎 − 𝑏)                                   = ඥሾ(𝑎 + 𝑏)ଶ − 𝑐ଶሿሾ𝑐ଶ − (𝑎 − 𝑏)ଶሿ= ඥሾ2𝑎𝑏 + (𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ)ሿሾ2𝑎𝑏 − (𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ)ሿ = ඥ(2𝑎𝑏)ଶ − (𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ)ଶ                                                                                                        = ඥ2𝑎ଶ𝑏ଶ + 2𝑏ଶ𝑐ଶ + 2𝑐ଶ𝑎ଶ − 𝑎ସ − 𝑏ସ − 𝑐ସ.                                                                 (8) 

注 意 (7), (8)兩 式 最 後 的 計 算 結 果 只 差 了 一 個 根 號 ， 因 此 將 (7), (8)兩 式 的 結 果 代 入(6)式 後 ， 可 解 得  

𝑇 = 14√2𝑎ଶ𝑏ଶ + 2𝑏ଶ𝑐ଶ + 2𝑐ଶ𝑎ଶ − 𝑎ସ − 𝑏ସ − 𝑐ସ . 
將 上 式 代 回 (3), (4), (5)三 式 ， 即 得  Δ𝑂𝐵𝐶, Δ𝑂𝐶𝐴, Δ𝑂𝐴𝐵 的 面 積 表 達 式 如 下 ：  
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Δ𝑂𝐵𝐶 = 𝑎ଶ(𝑏ଶ + 𝑐ଶ − 𝑎ଶ)4√2𝑎ଶ𝑏ଶ + 2𝑏ଶ𝑐ଶ + 2𝑐ଶ𝑎ଶ − 𝑎ସ − 𝑏ସ − 𝑐ସ ,                                    (9) 

Δ𝑂𝐶𝐴 = 𝑏ଶ(𝑐ଶ + 𝑎ଶ − 𝑏ଶ)4√2𝑎ଶ𝑏ଶ + 2𝑏ଶ𝑐ଶ + 2𝑐ଶ𝑎ଶ − 𝑎ସ − 𝑏ସ − 𝑐ସ ,                                  (10) 

Δ𝑂𝐴𝐵 = 𝑐ଶ(𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ)4√2𝑎ଶ𝑏ଶ + 2𝑏ଶ𝑐ଶ + 2𝑐ଶ𝑎ଶ − 𝑎ସ − 𝑏ସ − 𝑐ସ .                                  (11) 

接 著 觀 察 圖  2， 並 利 用 (2)式 假 設  Δ𝐴𝐵𝐶 的 「 垂 心 三 角 形 」 面 積 如 下 ：  Δ𝐻𝐵𝐶 = (𝑎ସ − 𝑏ସ + 2𝑏ଶ𝑐ଶ − 𝑐ସ)𝑈,                                                (12) Δ𝐻𝐶𝐴 = (𝑏ସ − 𝑐ସ + 2𝑐ଶ𝑎ଶ − 𝑎ସ)𝑈,                                                (13) Δ𝐻𝐴𝐵 = (𝑐ସ − 𝑎ସ + 2𝑎ଶ𝑏ଶ − 𝑏ସ)𝑈,                                               (14) 

其 中  𝑈 為 正 數 。 不 難 證 明 銳 角  Δ𝐴𝐵𝐶 的 垂 心  𝐻 都 落 在 三 角 形 的 內 部 ， 如 圖  2， 因 此

以 上 述 三 式 配 合 海 龍 面 積 公 式 ， 可 寫 下  Δ𝐻𝐵𝐶, Δ𝐻𝐶𝐴, Δ𝐻𝐴𝐵 的 面 積 和 等 於  Δ𝐴𝐵𝐶 面 積

之 關 係 式 如 下 ：  ሾ(𝑎ସ − 𝑏ସ + 2𝑏ଶ𝑐ଶ − 𝑐ସ) + (𝑏ସ − 𝑐ସ + 2𝑐ଶ𝑎ଶ − 𝑎ସ) + (𝑐ସ − 𝑎ସ + 2𝑎ଶ𝑏ଶ − 𝑏ସ)ሿ𝑈   = ඥ𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑏)
= 14 ඥ(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐 − 𝑎)(𝑐 + 𝑎 − 𝑏),                                                   (15) 

其 中  𝑠 為  Δ𝐴𝐵𝐶 的 半 周 長 。 觀 察 (15)式 最 左 邊 的 式 子 ， 我 們 可 計 算 出  (𝑎ସ − 𝑏ସ + 2𝑏ଶ𝑐ଶ − 𝑐ସ) + (𝑏ସ − 𝑐ସ + 2𝑐ଶ𝑎ଶ − 𝑎ସ) + (𝑐ସ − 𝑎ସ + 2𝑎ଶ𝑏ଶ − 𝑏ସ)          = 2𝑎ଶ𝑏ଶ + 2𝑏ଶ𝑐ଶ + 2𝑐ଶ𝑎ଶ − 𝑎ସ − 𝑏ସ − 𝑐ସ,                                                                      (16) 

而 (15)式 最 右 邊 式 子 的 計 算 結 果 可 參 考 (8)式 。 注 意 (16), (8)兩 式 計 算 到 最 後 的 結 果

只 差 了 一 個 根 號 ， 因 此 將 (16), (8)兩 式 的 結 果 代 入 (15)式 後 ， 可 解 得  

𝑈 = 14√2𝑎ଶ𝑏ଶ + 2𝑏ଶ𝑐ଶ + 2𝑐ଶ𝑎ଶ − 𝑎ସ − 𝑏ସ − 𝑐ସ . 
將 上 式 代 回 (12), (13), (14)三 式 ， 即 得  Δ𝐻𝐵𝐶, Δ𝐻𝐶𝐴, Δ𝐻𝐴𝐵 的 面 積 表 達 式 如 下 ：  

Δ𝐻𝐵𝐶 = 𝑎ସ − 𝑏ସ + 2𝑏ଶ𝑐ଶ − 𝑐ସ4√2𝑎ଶ𝑏ଶ + 2𝑏ଶ𝑐ଶ + 2𝑐ଶ𝑎ଶ − 𝑎ସ − 𝑏ସ − 𝑐ସ ,                                   (17) 

Δ𝐻𝐶𝐴 = 𝑏ସ − 𝑐ସ + 2𝑐ଶ𝑎ଶ − 𝑎ସ4√2𝑎ଶ𝑏ଶ + 2𝑏ଶ𝑐ଶ + 2𝑐ଶ𝑎ଶ − 𝑎ସ − 𝑏ସ − 𝑐ସ ,                                   (18) 

Δ𝐻𝐴𝐵 = 𝑐ସ − 𝑎ସ + 2𝑎ଶ𝑏ଶ − 𝑏ସ4√2𝑎ଶ𝑏ଶ + 2𝑏ଶ𝑐ଶ + 2𝑐ଶ𝑎ଶ − 𝑎ସ − 𝑏ସ − 𝑐ସ .                                   (19) 
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完 成 上 述 工 作 後，筆 者 發 現 (9), (10), (11)三 式 與 (17), (18), (19)三 式 中 的 六 個 面 積

值 彼 此 間 存 在 著 某 種 關 係 。 在 開 始 介 紹 此 關 係 之 前 ， 我 們 先 回 顧 (6), (8)兩 式 的 計

算 結 果 ， 可 知  4 ∙ Δ𝐴𝐵𝐶 = 4ඥ𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑏) = ඥ(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐 − 𝑎)(𝑐 + 𝑎 − 𝑏)= ඥ2𝑎ଶ𝑏ଶ + 2𝑏ଶ𝑐ଶ + 2𝑐ଶ𝑎ଶ − 𝑎ସ − 𝑏ସ − 𝑐ସ. 
注 意 於 (9), (10), (11), (17), (18), (19)六 式 中 分 式 的 分 母 處，都 出 現 了 上 式 最 後 的 式 子，

因 此 若 將  Δ𝐴𝐵𝐶 的 面 積 簡 記 為  Δ，則 我 們 可 利 用 上 式 將 (9), (10), (11)三 式 改 寫 如 下：  

Δ𝑂𝐵𝐶 = 𝑎ଶ(𝑏ଶ + 𝑐ଶ − 𝑎ଶ)16Δ = 2𝑎ଶ(𝑏ଶ + 𝑐ଶ − 𝑎ଶ)32Δ , 
Δ𝑂𝐶𝐴 = 𝑏ଶ(𝑐ଶ + 𝑎ଶ − 𝑏ଶ)16Δ = 2𝑏ଶ(𝑐ଶ + 𝑎ଶ − 𝑏ଶ)32Δ , 
Δ𝑂𝐴𝐵 = 𝑐ଶ(𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ)16Δ = 2𝑐ଶ(𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ)32Δ . 

接 著 ， 我 們 令  𝑋, 𝑌, 𝑍 三 數 如 下 ：  𝑋 = 𝑏ଶ + 𝑐ଶ − 𝑎ଶ, 𝑌 = 𝑐ଶ + 𝑎ଶ − 𝑏ଶ, 𝑍 = 𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ. 
因 為  Δ𝐴𝐵𝐶 是 銳 角 三 角 形 ， 可 知  𝑋 = 𝑏ଶ + 𝑐ଶ − 𝑎ଶ = 2𝑐𝑎 cos 𝐴 > 0, 𝑌 = 𝑐ଶ + 𝑎ଶ − 𝑏ଶ = 2𝑐𝑎 cos 𝐵 > 0, 𝑍 = 𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ = 2𝑎𝑏 cos 𝐶 > 0, 
即  𝑋, 𝑌, 𝑍 三 數 均 正。利 用  𝑋, 𝑌, 𝑍 三 數，可 將 於 上 方 寫 出 的  Δ𝑂𝐵𝐶, Δ𝑂𝐶𝐴, Δ𝑂𝐴𝐵 面 積 表 達

式 依 序 改 寫 為  

Δ𝑂𝐵𝐶 = ሾ(𝑐ଶ + 𝑎ଶ − 𝑏ଶ) + (𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ)ሿ(𝑏ଶ + 𝑐ଶ − 𝑎ଶ)32Δ = 𝑍𝑋 + 𝑋𝑌32Δ ,                   (20) 

Δ𝑂𝐶𝐴 = ሾ(𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ) + (𝑏ଶ + 𝑐ଶ − 𝑎ଶ)ሿ(𝑐ଶ + 𝑎ଶ − 𝑏ଶ)32Δ = 𝑋𝑌 + 𝑌𝑍32Δ ,                   (21) 

Δ𝑂𝐴𝐵 = ሾ(𝑏ଶ + 𝑐ଶ − 𝑎ଶ) + (𝑐ଶ + 𝑎ଶ − 𝑏ଶ)ሿ(𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ)32Δ = 𝑌𝑍 + 𝑍𝑋32Δ .                   (22) 

另 一 方 面，利 用 平 方 差 公 式，及 面 積  Δ 與  𝑋, 𝑌, 𝑍 三 數，我 們 也 可 將 (17), (18), (19)
三 式 改 寫 為  

Δ𝐻𝐵𝐶 = 𝑎ସ − (𝑏ଶ − 𝑐ଶ)ଶ16Δ = (𝑐ଶ + 𝑎ଶ − 𝑏ଶ)(𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ)16Δ = 𝑌𝑍16Δ,                   (23) 
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Δ𝐻𝐶𝐴 = 𝑏ସ − (𝑐ଶ − 𝑎ଶ)ଶ16Δ = (𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ)(𝑏ଶ + 𝑐ଶ − 𝑎ଶ)16Δ = 𝑍𝑋16Δ,                   (24) 

Δ𝐻𝐴𝐵 = 𝑐ସ − (𝑎ଶ − 𝑏ଶ)ଶ16Δ = (𝑏ଶ + 𝑐ଶ − 𝑎ଶ)(𝑐ଶ + 𝑎ଶ − 𝑏ଶ)16Δ = 𝑋𝑌16Δ.                   (25) 

觀 察 (20), (21), (22), (23), (24), (25)六 式 的 關 係 後 ， 我 們 會 發 現 只 要 計 算
ଵଶ ሾ(24) +(25)ሿ、 ଵଶ ሾ(25) + (23)ሿ與  ଵଶ ሾ(23) + (24)ሿ， 即 可 分 別 得 到  12 (Δ𝐻𝐶𝐴 + Δ𝐻𝐴𝐵) = 𝑍𝑋 + 𝑋𝑌32Δ = Δ𝑂𝐵𝐶,                                              (26) 

12 (Δ𝐻𝐴𝐵 + Δ𝐻𝐵𝐶) = 𝑋𝑌 + 𝑌𝑍32Δ = Δ𝑂𝐶𝐴,                                              (27) 

12 (Δ𝐻𝐵𝐶 + Δ𝐻𝐶𝐴) = 𝑌𝑍 + 𝑍𝑋32Δ = Δ𝑂𝐴𝐵.                                              (28) 

上 述 三 式 就 告 訴 我 們 外 心 三 角 形 與 垂 心 三 角 形 彼 此 之 間 的 面 積 關 係，此 即 本 文 標

題 的 由 來 。 此 時 ， 若 將  Δ𝑂𝐵𝐶, Δ𝑂𝐶𝐴, Δ𝑂𝐴𝐵 與  Δ𝐻𝐵𝐶, Δ𝐻𝐶𝐴, Δ𝐻𝐴𝐵 的 面 積 分 別 簡 記 為 𝑝, 𝑞, 𝑟 與  𝑃, 𝑄, 𝑅， 則 上 述 (26), (27), (28)三 式 的 面 積 關 係 可 改 寫 成  

𝑝 = 12 (𝑄 + 𝑅),                                                                   (29) 

𝑞 = 12 (𝑅 + 𝑃),                                                                   (30) 

𝑟 = 12 (𝑃 + 𝑄).                                                                   (31) 

有 了 (29), (30), (31)三 式 之 後 ， 我 們 剛 好 可 以 看 看 [1] , [2 ]兩 參 考 文 獻 的 作 者 陳 建

燁 老 師 所 證 明 的 兩 個 有 趣 結 果。若 以  𝑎 = 𝐵𝐶തതതത, 𝑏 = 𝐶𝐴തതതത, 𝑐 = 𝐴𝐵തതതത 表 示  Δ𝐴𝐵𝐶 的 三 邊 長，則

陳 老 師 在 [1]文 中 證 明 了 底 下 的 結 果 ：  

公 式  3： 若  𝑂 為 銳 角  Δ𝐴𝐵𝐶 的 外 心 ， 且  Δ𝑂𝐵𝐶: Δ𝑂𝐶𝐴: Δ𝑂𝐴𝐵 = 𝑝: 𝑞: 𝑟， 則  𝑎: 𝑏: 𝑐 = ඥ𝑝(𝑞 + 𝑟 − 𝑝): ඥ𝑞(𝑟 + 𝑝 − 𝑞): ඥ𝑟(𝑝 + 𝑞 − 𝑟).                               (32) 

而 在 [2]文 中 ， 陳 老 師 則 另 外 證 明 了 底 下 的 結 果 ：  

公 式  4： 若  𝐻 為 銳 角  Δ𝐴𝐵𝐶 的 外 心 ， 且  Δ𝐻𝐵𝐶: Δ𝐻𝐶𝐴: Δ𝐻𝐴𝐵 = 𝑃: 𝑄: 𝑅， 則  𝑎: 𝑏: 𝑐 = ඥ𝑃(𝑄 + 𝑅): ඥ𝑄(𝑅 + 𝑃): ඥ𝑅(𝑃 + 𝑄).                                         (33) 

注 意 在 [2]文 中 ， 陳 老 師 將 (33)式 稱 為 「 垂 心 面 積 比 逆 求 邊 長 比 公 式 」 ， 按 照 此 命

名 方 式 ， 則 (32)式 可 稱 為「 外 心 面 積 比 逆 求 邊 長 比 公 式 」。 請 讀 者 注 意 ， 在 (29)式

上 方  Δ𝑂𝐵𝐶, Δ𝑂𝐶𝐴, Δ𝑂𝐴𝐵, Δ𝐻𝐵𝐶, Δ𝐻𝐶𝐴, Δ𝐻𝐴𝐵 面 積 依 序 為  𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑃, 𝑄, 𝑅 的 條 件 下 ， 公 式  3 



科學教育月刊 第 455 期 中華民國 111 年 12 月 

- 16 - 

與 公 式  4 依 然 成 立 。  

筆 者 發 現 ， 其 實 上 面 的 (29), (30), (31)三 式 可 扮 演 公 式  3 與 公 式  4 之 間 的 橋 樑 。

怎 麼 說 呢 ？ 首 先，透 過 [1]文 中 陳 老 師 的 研 究 成 果，我 們 知 道 公 式  3 的 (32)式 成 立，

此 時 若 將 (29), (30), (31)三 式 代 入 (32)式 ， 可 得  

𝑎: 𝑏: 𝑐 = ඥ𝑝(𝑞 + 𝑟 − 𝑝): ඥ𝑞(𝑟 + 𝑝 − 𝑞): ඥ𝑟(𝑝 + 𝑞 − 𝑟) = ඨ12 (𝑄 + 𝑅)𝑃: ඨ12 (𝑅 + 𝑃)𝑄: ඨ12 (𝑃 + 𝑄)𝑅= ඥ𝑃(𝑄 + 𝑅): ඥ𝑄(𝑅 + 𝑃): ඥ𝑅(𝑃 + 𝑄), 
因 此 (33)式 成 立 。 另 一 方 面 ， 計 算 (30) + (31) − (29)、 (31) + (29) − (30)與 (29) + (30) −(31)之 後 ， 分 別 可 得  𝑃 = 𝑞 + 𝑟 − 𝑝,                                                                     (34) 𝑄 = 𝑟 + 𝑝 − 𝑞,                                                                     (35) 𝑅 = 𝑝 + 𝑞 − 𝑟.                                                                     (36) 

只 要 將 上 述 三 式 代 入 (33)式 ， 即 可 證 得  𝑎: 𝑏: 𝑐 = ඥ𝑃(𝑄 + 𝑅): ඥ𝑄(𝑅 + 𝑃): ඥ𝑅(𝑃 + 𝑄) = ඥ2𝑝(𝑞 + 𝑟 − 𝑝): ඥ2𝑞(𝑟 + 𝑝 − 𝑞): ඥ2𝑟(𝑝 + 𝑞 − 𝑟)= ඥ𝑝(𝑞 + 𝑟 − 𝑝): ඥ𝑞(𝑟 + 𝑝 − 𝑞): ඥ𝑟(𝑝 + 𝑞 − 𝑟). 
因 此 (32)式 成 立 。  

透 過 上 述 討 論 ， 我 們 就 知 道 了 (29), (30), (31)三 式 在 公 式  3 與 公 式  4 之 間 所 扮 演

的 角 色。注 意 在 [2]文 前 言 的 最 後 一 段，作 者 表 明 其 文 章 的 寫 作 目 的 在 於 揭 示 公 式 3 與 公 式  4 兩 者「 內 在 的 共 通 性 」， 而 當 我 們 有 了 (29), (30), (31)三 式 之 後 ， 應 可 更

容 易 看 出 作 者 所 說 的 「 內 在 的 共 通 性 」 究 竟 為 何 。  

本 節 最 後 ， 若 回 顧 本 節 前 半 的 討 論 過 程 ， 可 發 現 其 中 我 們 共 使 用 了 兩 次 海 龍

面 積 公 式 ， 在 該 公 式 的 根 號 內 是 底 下 的 對 稱 式 ：  (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐 − 𝑎)(𝑐 + 𝑎 − 𝑏). 
有 趣 的 是 ， 在 討 論 過 程 中 我 們 也 發 現 上 式 可 改 寫 為 底 下 的 幾 種 不 同 形 式 ：  (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐 − 𝑎)(𝑐 + 𝑎 − 𝑏)                             = 𝑎ଶ(𝑏ଶ + 𝑐ଶ − 𝑎ଶ) + 𝑏ଶ(𝑐ଶ + 𝑎ଶ − 𝑏ଶ) + 𝑐ଶ(𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ)= 2𝑎ଶ𝑏ଶ + 2𝑏ଶ𝑐ଶ + 2𝑐ଶ𝑎ଶ − 𝑎ସ − 𝑏ସ − 𝑐ସ= (𝑎ସ − 𝑏ସ + 2𝑏ଶ𝑐ଶ − 𝑐ସ) + (𝑏ସ − 𝑐ସ + 2𝑐ଶ𝑎ଶ − 𝑎ସ) + (𝑐ସ − 𝑎ସ + 2𝑎ଶ𝑏ଶ − 𝑏ସ)= (𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ)(𝑐ଶ + 𝑎ଶ − 𝑏ଶ) + (𝑏ଶ + 𝑐ଶ − 𝑎ଶ)(𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 𝑐ଶ)+ (𝑐ଶ + 𝑎ଶ − 𝑏ଶ)(𝑏ଶ + 𝑐ଶ − 𝑎ଶ). 
不 妨 就 以 上 式 為 本 節 的 討 論 作 結 ， 以 上 就 是 筆 者 所 要 分 享 的 內 容 。  
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參、結語  

本 文 利 用 [1] , [2 ]兩 文 的 結 果，以 銳 角  Δ𝐴𝐵𝐶 三 邊 長  𝑎, 𝑏, 𝑐 表 示 出 其「 外 心 三 角 形 」

與「 垂 心 三 角 形 」的 面 積 ， 並 從 中 發 現 這 兩 組 三 角 形 面 積 彼 此 之 間 的 關 聯 性 ， 即(26), (27), (28)這 三 個 比 例 式 。  

在 第 二 節 後 半 ， 我 們 將 (26), (27), (28)三 式 簡 記 為 (29), (30), (31)三 式 後 ， 再 配 合

公 式  3 的 (32)式 證 明 了 公 式  4 的 (33)式 ， 而 (33)式 剛 好 也 是 [2]文 的 主 要 結 果 。 讀 者

若 有 興 趣 ， 不 妨 比 較 本 文 與 [2]文 對 (33)式 之 證 明 方 式 的 異 同 ， 並 思 考 看 看 是 否 有

其 他 的 證 明 方 式 。  

本 文 最 後 ， 筆 者 要 特 別 感 謝 本 文 前 三 個 參 考 文 獻 的 作 者 陳 建 燁 老 師 。 此 外 ，

筆 者 也 要 感 謝 審 稿 人 提 供 了 本 文 後 四 個 參 考 文 供 筆 者 參 考 。  
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