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尋找出含有組合數的級數和：

∑ =
−+⋅−J

r
uJ

r
r rtJC

0
)()1( = ? 

李輝濱  
嘉義市私立輔仁中學退休教師  

壹、前言  

型如  ∑ =
−+⋅−J

r
uJ

r
r rtJC

0
)()1(  這類含有組合數的級數和，其真確數值攸關正整數

u 與 J 兩者間的相互大小關係；即  Ju < , Ju = , Ju >  ，三種不同條件情形就會造成完

全 相 異 的 各 型 數 值 結 果 ！ 一 般 而 言 ， 都 僅 計 算 出  Ju < , Ju = 兩 種 規 律 化 情 形 。 至 於 

Ju > 條件情況卻較趨變化不規則，需要從 )( vJu +=  ，v =1,2,3,4, 等一一對 )()( xf vJ +

作個別獨自運算，始能透過分析整理獲得數值。  

   審慎地 在逐 步運 算 求取∑ =
−+⋅−J

r
uJ

r
r rtJC

0
)()1( 的級 數 和數 值時 ， 意外 中竟 撞

見了組合數的第 2 類史特林數  (Stirling number of the 2nd kind) 蹤影，這些數列巧妙藏身

於所選特定函數的各次導函數裡的有序項式中。主文將會靈活有條理、順勢地引導出如何

配型成新多項函數進而尋獲第 2 類史特林數的另類思維。 

 

貳、本文  

一、  在主文推演過程中需應用到下列數學相關性質 -----引理，以承續推理內容； 

引理 1：從 J 個彼此完全不同的物件中隨機抽取出  i 個物件來作一直線排列，其相異排

列法為  J
iP ，而其完整運算式為     J

iP = 
!)(

!
iJ

J
−

              (L1) 

[證明 ]：略。 

 

引理 2： 從 J 個彼此完全不同的物件中隨機選取出  r 個物件的相異組合數為 J
rC ，而其

完整運算式為     J
rC = 

!)()!(
!

rJr
J

−⋅
                       (L2) 

[證明 ]：略。 
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引理 3： 二項式展開式  ( yx − ) m = rm

r
rmm

r
r yxC∑ =

−⋅−
0

)1(                         (1) 

[證明 ]：略。 

二 、  自 標 題  ∑ =
−+⋅−J

r
uJ

r
r rtJC

0
)()1( 這 類 含 有 組 合 數 的 級 數 和 探 討 起 ， 逐 批 分 別 就     

Jmu <= , Ju = , Ju >  ，三種不同條件情形作推理導證出其真確數值： 

 [A]. 求證： (i) ∑ =
−+⋅−J

r
mJ

r
r rtJC

0
)()1( = 0                            (2) 

0 Jmu <=≤ ， Rt ∈  ( R 為實數集合 )， J , Nm ∈  ( N 為自然數集合 ), r 為整數。  

 (ii)  ∑ =
−+⋅−J

r
JJ

r
r rtJC

0
)()1( = !J  ， Ju = ， Rt ∈ ， NJ ∈ ， r 為整數      (3) 

[證明 (2)式與 (3)式 ]： 考量查驗含自然底數 e 的冪函數 )(xf = xte ( 1−xe ) J       (4) 

此處 x 為自變實數， Rt ∈ ， NJ ∈   。  

對 (4)式應用二項式展開式，再化簡，得 )(xf =∑ =
−+⋅−J

r
xrtJJ

r
r eC

0
)()1(              (5) 

(a). 對一個比 J 小的整數 m 且 ≥m 0，   

    則令 (5)式 )(xf 的第 m 次導函數是   )()( xf m ，並且得到 

    )()( xf m =∑ =
−+⋅−+⋅−J

r
xrtJmJ

r
r ertJC

0
)()()1(                           (5.1) 

    對 (5.1)式取  x = 0，得 )0()(mf =∑ =
−+⋅−J

r
mJ

r
r rtJC

0
)()1(               (5.2) 

(b). 再令  (5)式 )(xf 的第 J 次導函數是  )()( xf J ，作 J 次導函數運算得  

)()( xf J =∑ =
−+⋅−+⋅−J

r
xrtJJJ

r
r ertJC

0
)()()1(                           (5.3) 

對 (5.3)式取  x = 0，得 )0()( Jf =∑ =
−+⋅−J

r
JJ

r
r rtJC

0
)()1(                  (5.4) 

(c). 令  (4)式 )(xf 的第 m 次導函數是 )()( xf m ，並且取 m =1,2,3, , m , , 1−J ,  

     J 等依次對  (4)式 )(xf 作導函數運算，分別得到下列各階導函數式；  

)(' xf = ⋅t xte ( 1−xe ) J  + ⋅J xte )1( + ( 1−xe ) 1−J  
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)('' xf = ⋅2t xte ( 1−xe ) J  + ⋅⋅+ Jt )12( xte )1( + ( 1−xe ) 1−J  + ⋅− )1(JJ xte )2( + ( 1−xe ) 2−J  

)(''' xf  = ⋅3t xte  ( 1−xe  ) J   + ⋅⋅++ Jtt )133( 2 xte )1( +  ( 1−xe  ) 1−J   + ⋅+ )33( t ⋅− )1(JJ

xte )2( + ( 1−xe ) 2−J  + ⋅−− )2)(1( JJJ xte )3( + ( 1−xe ) 3−J  

)()4( xf  = ⋅4t xte  ( 1−xe  ) J  + ⋅⋅+++ JPttt 1
23 )1464( xte )1( +  ( 1−xe  ) 1−J  + ⋅++ )7126( 2 tt

⋅JP2
xte )2( + ( 1−xe ) 2−J  + ⋅+ )64( t ⋅JP3

xte )3( + ( 1−xe ) 3−J  + 1 ⋅⋅ JP4
xte )4( + ( 1−xe ) 4−J   

= ⋅)4(
1S xte  ( 1−xe  ) J   + ⋅⋅ JPS 1

)4(
2

xte )1( +  ( 1−xe  ) 1−J    + ⋅)4(
3S ⋅JP2

xte )2( +  ( 1−xe  ) 2−J   + 

⋅)4(
4S ⋅JP3

xte )3( + ( 1−xe ) 3−J  + )4(
5S ⋅⋅ JP4

xte )4( + ( 1−xe ) 4−J  

此處之  J
iP  為排列記號數： J

iP = 
!)(

!
iJ

J
−

 = )1()2)(1( +−−− iJJJJ   。 

)()5( xf  = ⋅⋅ )( 4 tt xte  ( 1−xe  ) J   + ⋅⋅+++++ JPttttt 1
234 )]1)(1464([ xte )1( +  ( 1−xe  ) 1−J  +

++++ )1464[( 23 ttt ⋅+++ )]2)(7126( 2 ttt ⋅JP2
xte )2( + ( 1−xe ) 2−J  + 

+++ )7126[( 2 tt ⋅++ )]3)(64( tt ⋅JP3
xte )3( + ( 1−xe ) 3−J  + 

⋅+⋅++ )]4(1)64[( tt ⋅JP4
xte )4( + ( 1−xe ) 4−J  + ⋅+⋅+ )]5(01[ t ⋅JP5

xte )5( + ( 1−xe ) 5−J  

= ⋅⋅ ][ )4(
1 tS xte ( 1−xe ) J  + ⋅⋅+⋅+ JPtSS 1

)4(
2

)4(
1 )]1([ xte )1( + ( 1−xe ) 1−J  + 

⋅+⋅+ )]2([ )4(
3

)4(
2 tSS ⋅JP2

xte )2( + ( 1−xe ) 2−J  + ⋅+⋅+ )]3([ )4(
4

)4(
3 tSS ⋅JP3 ⋅+ xte )3(   

( 1−xe  ) 3−J   + ⋅+⋅+ )]4([ )4(
5

)4(
4 tSS ⋅JP4

xte )4( +  ( 1−xe  ) 4−J   + ⋅+⋅+ )]5([ )4(
6

)4(
5 tSS

⋅JP5
xte )5( + ( 1−xe ) 5−J  

= ⋅)5(
1S xte ( 1−xe ) J  + ⋅⋅ JPS 1

)5(
2

xte )1( + ( 1−xe ) 1−J  + ⋅)5(
3S ⋅JP2

xte )2( + ( 1−xe ) 2−J  + 

⋅)5(
4S ⋅JP3

xte )3( + ( 1−xe ) 3−J + ⋅)5(
5S ⋅JP4

xte )4( + ( 1−xe ) 4−J + ⋅)5(
6S ⋅JP5

xte )5( + ( 1−xe ) 5−J  

此處符號  )4(
iS = )()4( tSi  , i = 1,2,3,4,5 ，表示對 )(xf 作第 4 次導函數計算後所依序得

出各項的第 1 個係數值，都是 t 的多項式，可對照上述內容而得到對應 )4(
iS 的各多項式內

涵， 4)4(
1 tS =  ， 44)4(

2 )1( ttS −+=  ， ∑ =
−+= 4

1
)4(

4 )1(
i

itS  ， =)4(
5S 1 ， =)4(

6S 0。同理，

符號 )5(
iS = )()5( tSi  , i = 1,2,3,4,5,6 ，亦有如此對應數值型式。 
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繼續以數學歸納法作推演證明，流程如下： ，所以接下來要再  令作第 m 次導

函數運算所得出下列  (5.5)式的  )()( xf m  代表式正確成立；  

)()( xf m = ⋅mt xte ( 1−xe ) J + ⋅⋅ Jm PS 1
)(

2
xte )1( + ( 1−xe ) 1−J  + ⋅⋅ Jm PS 2

)(
3

xte )2( + ( 1−xe ) 2−J  

+ ⋅)(
4

mS ⋅JP3
xte )3( + ( 1−xe ) 3−J  +   + ⋅)(m

iS ⋅−
J

iP 1
xite )1( −+ ( 1−xe ) )1( −− iJ +   + ⋅−

)(
2

m
mS

⋅−
J

mP 3
xmte )3( −+ ( 1−xe ) )3( −− mJ  + ⋅−

)(
1

m
mS ⋅−

J
mP 2

xmte )2( −+ ( 1−xe ) )2( −− mJ  + 
 
⋅)(m

mS ⋅−
J

mP 1
xmte )1( −+ ( 1−xe ) )1( −− mJ  + ⋅+

)(
1

m
mS ⋅J

mP xmte )( + ( 1−xe ) mJ −  , ≥> mJ 0   (5.5) 

此處之符號 )(m
iS  = )()( tS m

i   , i = 1,2,3, , m , 1+m   ，表示對 )(xf 作第 m 次導函數計

算 後 所 依 序 得 出 各 項 的 第 1 個 係 數 值 ， 都 是 t 的 多 項 式 ， 而  mm tS =)(
1 且  =+

)(
1

m
mS  1 ，

mmm ttS −+= )1()(
2 ， =+

)(
2

m
mS 0 ， =)(m

mS ∑ =
−+m

i
it

1
)1( 。 

再運算得 )()1( xf m+ = ⋅+1mt xte ( 1−xe ) J  + [ mt +( 1+t ) ⋅⋅⋅ Jm PS 1
)(

2 ] xte )1( + ( 1−xe ) 1−J  

+ ⋅⋅++ ])2([ )(
3

)(
2

mm StS ⋅JP2
xte )2( + ( 1−xe ) 2−J   +  ⋅⋅++ ])3([ )(

4
)(

3
mm StS ⋅JP3 ⋅+ xte )3(  

( 1−xe  ) 3−J   +    + ⋅⋅++ + ])([ )(
1

)( m
i

m
i SitS ⋅J

iP xite )( +  ( 1−xe  ) iJ −  +    + 

⋅⋅−++ −− ])2([ )(
1

)(
2

m
m

m
m SmtS ⋅−

J
mP 2

xmte )2( −+  ( 1−xe  ) )2( −− mJ   + ⋅⋅−++− ])1([ )()(
1

m
m

m
m SmtS ⋅−

J
mP 1

xmte )1( −+  ( 1−xe  ) )1( −− mJ   + ⋅⋅++ + ])([ )(
1

)( m
m

m
m SmtS ⋅J

mP xmte )( +  ( 1−xe  ) mJ −   + 

⋅⋅++++ ]0)1([ )(
1 mtS m

m ⋅+
J

mP 1
xmte )1( ++ ( 1−xe ) )1( +− mJ   

= ⋅+ )1(
1

mS xte ( 1−xe ) J  + ⋅⋅+ Jm PS 1
)1(

2
xte )1( + ( 1−xe ) 1−J  + ⋅⋅+ Jm PS 2

)1(
3

xte )2( + ( 1−xe ) 2−J  

 + ⋅+ )1(
4

mS ⋅JP3
xte )3( + ( 1−xe ) 3−J  +   + ⋅+ )1(m

iS ⋅−
J

iP 1
xite )1( −+ ( 1−xe ) )1( −− iJ  +  

⋅+
+

)1(
1

m
iS ⋅J

iP xite )( + ( 1−xe ) iJ −  +   + ⋅+
−

)1(
2

m
mS ⋅−

J
mP 3

xmte )3( −+ ( 1−xe ) )3( −− mJ  + 

⋅+
−

)1(
1

m
mS ⋅−

J
mP 2

xmte )2( −+ ( 1−xe ) )2( −− mJ  + ⋅+ )1(m
mS ⋅−

J
mP 1

xmte )1( −+ ( 1−xe ) )1( −− mJ  + 

⋅+
+

)1(
1

m
mS ⋅J

mP xmte )( + ( 1−xe ) mJ −  + ⋅+
+

)1(
2

m
mS ⋅+

J
mP 1

xmte )1( ++ ( 1−xe ) )1( +− mJ           (5.6) 
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此式中的 )1( +m
iS = )()1( tS m

i
+  , i = 1,2,3, , m , 1+m , 2+m ， )1( +m

iS 都是 t 的多項式，而  

1)1(
1

++ = mm tS  且  11)1(
2 )1( +++ −+= mmm ttS  ， =+

+
)1(

2
m

mS 1 ， =+
+

)1(
1

m
mS ∑ +

=
−+1

1
)1(m

i
it  ， =+

+
)1(

3
m

mS

0  , ≥+> 1mJ  1 。對照 (5.5)式與 (5.6)式，兩者具有完全相同的型態組織結構，所以對 

m =1,2,3, , m 正整數其 (5.5)式必然正確成立。上述也是先對 )()1( xf m+ 導函數運算後再作

配型成各新多項式的思維操作詳細演算過程。  

再比對 (5.6)式  )()1( xf m+ 的上述這兩式，可得：  )(
1

)( )( m
i

m
i SitS +⋅++  = )1(

1
+

+
m

iS  ，此為

第 m 次導函數所得的 )(m
iS 、 )(

1
m

iS +
係數與第 1+m 次導函數所得的 )1(

1
+

+
m

iS 係數值之間的相連

結遞推關係，而此 )1(
1
+

+
m

iS 係數後必須乘上 ⋅J
iP xite )( +  ( 1−xe  ) iJ −   即得出第 1+m 次導函數

中完整的第 1+i 項表示式正確內容。      

(d). 持續對 )(xf 作第 2+m 次、 3+m 次、、直到作第 J 次導函數運算，得下式；  

)()( xf J = ⋅Jt xte ( 1−xe ) J  + ⋅⋅ JJ PS 1
)(

2
xte )1( + ( 1−xe ) 1−J  + ⋅⋅ JJ PS 2

)(
3

xte )2( + ( 1−xe ) 2−J  

  + ⋅)(
4

JS ⋅JP3
xte )3( + ( 1−xe ) 3−J  +   + ⋅)( J

iS ⋅−
J

iP 1
xite )1( −+ ( 1−xe ) )1( −− iJ +   +  

  ⋅−
)(
2

J
JS ⋅−

J
JP 3

xJte )3( −+ ( 1−xe ) 3  + ⋅−
)(
1

J
JS ⋅−

J
JP 2

xJte )2( −+ ( 1−xe ) 2  + 

  ⋅)( J
JS ⋅−

J
JP 1

xJte )1( −+ ( 1−xe ) + ⋅+
)(
1

J
JS ⋅J

JP xJte )( +                            (5.7) 

此處之符號  )( J
iS = )()( tS J

i  , i = 1,2,3, , J , 1+J  ，都是 t 的多項式，而  JJ tS =)(
1  且  

JJJ ttS −+= )1()(
2 ， =+

)(
1

J
JS 1 ， =)( J

JS ∑ =
−+J

i
it

1
)1(  ， =+

)(
2

J
JS 0  。  

(e). 在 (c). 節 裡 的 (5.5) 式 )()( xf m 展 開 式 中 每 一 項 都 含 有 成 份  xite )1( −+  ( 1−xe  ) )1( −− iJ   ，

1−> iJ  ，而每一個多項式 )()( tS m
i

都只是 t 的非零函數，對此 )()( xf m 取 x = 0 時，

可得其每一項的  xite )1( −+ ( 1−xe ) )1( −− iJ  = 0 ，因此  )0()(mf = 0 ，再代入 (5.2)式中，

即很順利地證明出  (i).的  (2)式恆等式特徵結果；  

   ∑ =
−+⋅−J

r
mJ

r
r rtJC

0
)()1( = 0   ， ≥> mJ 0 ， Rt ∈ ， J , Nm ∈           (2) 

 至此， (2)式恆等式已得完整驗證。  接著，先來體驗一下  (2)式的幾個示例；  
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[例 1]. 取 J = 4， t = t (實數 ) ， m = 3， 

       則  (2)式  ⇒   ∑ =
−+⋅−4

0
34 )4()1(

r r
r rtC = 

34
0 )4( tC +⋅ 34

1 )3( tC +⋅− 34
2 )2( tC +⋅+ 34

3 )1( tC +⋅− 34
4 )(tC ⋅+  

       = 3)4( t+ 3)3(4 t+⋅− 3)2(6 t+⋅+ 3)1(4 t+⋅− 3)(t+  

       = ( 32124864 ttt +++ ) − 4 ( 3292727 ttt +++ ) 

       +6 ( 326128 ttt +++ ) − 4 ( 32331 ttt +++ ) + 3t  = 0 

[例 2]. 取 J = 5， t = 2， m = 3， 

       則  (2)式    ⇒   ∑ =
−+⋅−5

0
35 )25()1(

r r
r rC  

       = 35
0 7⋅C 35

1 6⋅− C 35
2 5⋅+ C 35

3 4⋅− C 35
4 3⋅+ C 35

5 2⋅− C  

       =343-1080+1250-640+135-8 = 0 

[例 3]. 取 J = 10， t = − 3， m = 2， 

       則  (2)式   ⇒  ∑ =
−−⋅−10

0
210 )310()1(

r r
r rC  

       = 210
0 7⋅C 210

1 6⋅− C 210
2 5⋅+ C 210

3 4⋅− C 210
4 3⋅+ C 210

5 2⋅− C 210
6 1⋅+ C  

       210
7 0⋅− C 210

8 )1(−⋅+ C 210
9 )2(−⋅− C 210

10 )3(−⋅+ C   

       = 49 − 360 + 1125 − 1920 +1890 − 1008 +210 − 0 + 45 − 40 + 9 = 0   

    由此 (2)式的理論推演與實例檢驗知悉：不論實數 t 的取值多少，只要 J 與 m 的正整

數值滿足  ≥> mJ 0 條件關係， (2)式恆等式必然正確成立。   

(f). 再檢視 (d).節裡的 )()( xf J 展開式中所有各項，除了最末一項  ⋅+
)(
1

J
JS ⋅J

JP xJte )( +  之外，

其餘每一項都含有成份  xite )1( −+ ( 1−xe ) )1( −− iJ  ， ≥≥ iJ 1 ，且每一個多項式  )()( tS J
i

都只是 t 的非零函數，對此第 J 次導函數 (5.7)式的  )()( xf J 取  x = 0 時，可得其每一

項 的  xite )1( −+  ( 1−xe  ) )1( −− iJ   = 0 ， 而 其 最 末 一 項  ⋅+
)(
1

J
JS ⋅J

JP xJte )( +  = J
JP  =

123))(1()2)(1( ⋅⋅−+−−−  iJiJJJJ  = !J   ， 因 此  )0()( Jf  = !J   ， 再 代 入  
(5.4)式中，即順利地證明出下列  (L2).的  (3)式恆等式特性結果；   

  ∑ (−1) 𝐶 ∙ (𝐽 + 𝑡 − 𝑟) = 𝐽! ，   Rt ∈  ，     NJ ∈                  (3) 

至此， (ii)的  (3)式恆等式又得到完整驗證。同樣來體驗一下  (3)式的幾個示例；  
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[例 4]. 取  J = 4， t = t (實數 )，代入 (3)式，則  

    ⇒   ∑ =
−+⋅−4

0
44 )4()1(

r r
r rtC =    

         44
0 )4( tC +⋅ 44

1 )3( tC +⋅− 44
2 )2( tC +⋅+ 44

3 )1( tC +⋅− 44
4 )(tC ⋅+  

     = 4)4( t+ 4)3(4 t+⋅− 4)2(6 t+⋅+ 4)1(4 t+⋅− 4)(t+  

   = 
432 1696256256 tttt ++++  −  4 (

25410881 tt ++ 4312 tt ++ )  

     + 6 (
432 8243216 tttt ++++ ) − 4 (

432 4641 tttt ++++ ) + 
4t =24  

= 4!  

[例 5]. 取  J = 5， t = − 2，代入 (3)式，    

       則  (3)式   ⇒   ∑ =
−−⋅−5

0
55 )25()1(

r r
r rC  

       =∑ =
−⋅−5

0
55 )3()1(

r r
r rC  

       = 55
0 3⋅C 55

1 2⋅− C 55
2 1⋅+ C 55

3 0⋅− C 55
4 )1(−⋅+ C 55

5 )2(−⋅− C  

       = 243 – 160 +10 −  0 −  5 +32 = 285 − 165 = 120 = !5  

[例 6]. 取  J = 3， t = 10，代入 (3)式，  

       則  (3)式  ⇒  ∑ =
−+⋅−3

0
33 )103()1(

r r
r rC  

       =∑ =
−⋅−3

0
33 )13()1(

r r
r rC = 33

0 13⋅C 33
1 12⋅− C 33

2 11⋅+ C 33
3 10⋅− C   

       =  2197  – 5184 + 3993  – 1000 = 6 = !3  

由此 (3)式的理論推演與實例檢驗知悉：不論實數 t 的取值多少，只要 J 的正整

數值滿足  𝐽 ≥ 1 條件關係， (3)式恆等式必然正確成立。  

(g). 以矩陣運算式推演出各 )(u
iS 係數值    

    以矩陣運算型式可簡化並迅速地推求出各次導函數中各𝑆( )
係數值；  

<g1>. 由  f(x) 矩陣運算至  𝑓′(𝑥)：   0=u   ⇒   =u 1 

由  )(xf = xte ( 1−xe ) J  = ⋅)0(
1S xte ( 1−xe ) J   ， )0(

1S = 1 ， )0(
2S = 0 ，  

)(' xf = ⋅t xte ( 1−xe ) J  + ⋅J xte )1( + ( 1−xe ) 1−J  
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r
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r
r rtJC

0
)()1(  = ? 

- 25 - 

= )1(
1S xte  ( 1−xe  ) J   + )1(

2S ⋅JP1
xte )1( +  ( 1−xe  ) 1−J    ，  )1(

1S  = t   ，  )1(
2S  = 1 ，          

⇒  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0/1
01

t ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ 1t
t

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
t

  ⇒  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
)0(

2
)0(

1

)0(
1

/
0

StS
S

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ 1t
t

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
)1(

2

)1(
1

S
S

   

<g2>. 由  )(' xf  矩陣運算至  )('' xf  ：  =u 1  ⇒   =u 2 

)('' xf = ⋅2t xte ( 1−xe ) J  + ⋅⋅+ Jt )12( xte )1( + ( 1−xe ) 1−J  + ⋅− )1(JJ xte )2( + ( 1−xe ) 2−J  

⇒  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

00/1
011
00

t

t

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

2
1

t
t

t
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
1

12

2

t
t

  ⇒  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

00/
0/
00

)1(
2

)1(
2

)1(
1

)1(
1

tS
StS

S

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

2
1

t
t

t
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
1

12

2

t
t

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

)2(
3

)2(
2

)2(
1

S
S
S

 

<g3>. 由  )('' xf  矩陣運算至  )(''' xf  ：   =u 2  ⇒   =u 3 

)(''' xf  = ⋅3t xte  ( 1−xe  ) J   + ⋅⋅++ Jtt )133( 2 xte )1( +  ( 1−xe  ) 1−J   + ⋅+ )33( t ⋅− )1(JJ

xte )2( + ( 1−xe ) 2−J  + ⋅−− )2)(1( JJJ xte )3( + ( 1−xe ) 3−J  

⇒  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

000/1
010/)12(
0012
0002

t
tt

tt
t

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+
+

3
2
1

t
t
t

t

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
++

1
33

133 2

3

t
tt

t

 

⇒  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

000/
00/
00/
000

)2(
3

)2(
3

)2(
2

)2(
2

)2(
1

)2(
1

tS
StS

StS
S

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+
+

3
2
1

t
t
t

t

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
++

1
33

133 2

3

t
tt

t

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

)3(
4

)3(
3

)3(
2

)3(
1

S
S
S
S

 

<g4>. 由  )(''' xf  矩陣運算至  )()4( xf  ：   =u 3  ⇒   =u 4 

)()4( xf  = ⋅4t xte  ( 1−xe  ) J  + ⋅⋅+++ JPttt 1
23 )1464( xte )1( +  ( 1−xe  ) 1−J  + ⋅++ )7126( 2 tt

⋅JP2
xte )2( + ( 1−xe ) 2−J  + ⋅+ )64( t ⋅JP3

xte )3( + ( 1−xe ) 3−J  + 1 ⋅⋅ JP4
xte )4( + ( 1−xe ) 4−J  
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⇒  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+++

++

0000/1
0100/)33(
00330/)133(
000133
0000

2

22

3

t
tt

tttt
ttt

t

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+
+
+

4
3
2
1

t
t
t
t

t

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
++

+++

1
64

7126
1464

2

23

4

t
tt

ttt
t

 

⇒  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0000/
000/
000/
000/
0000

)3(
4

)3(
4

)3(
3

)3(
3

)3(
2

)3(
2

)3(
1

)3(
1

tS
StS

StS
StS

S

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+
+
+

4
3
2
1

t
t
t
t

t

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
++

+++

1
64

7126
1464

2

23

4

t
tt

ttt
t

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

)4(
5

)4(
4

)4(
3

)4(
2

)4(
1

S
S
S
S
S

 

<g5>. 由  )()4( xf  矩陣運算持續之，直到由  )()1( xf m−  矩陣運算至  )()( xf m  ： 

          =u 1−m   ⇒   =u m  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
−

−
−

−
−

−−

−−

−−

−−

−

0000000/
000000/
000000/

000000/
000000/
000000/
000000/
0000000

)1(

)1()1(
1

)1(
1

)1(
2

)1(
5

)1(
4

)1(
4

)1(
3

)1(
3

)1(
2

)1(
2

)1(
1

)1(
1



















tS
StS

StS

StS
StS

StS
StS

S

m
m

m
m

m
m

m
m

m
m

mm

mm

mm

mm

m

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
−+
−+

+
+
+
+

mt
mt
mt

t
t
t
t

t

1
2

4
3
2
1



=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

−

)(
1

)(

)(
1

)(
5

)(
4

)(
3

)(
2

)(
1

m
m

m
m

m
m

m

m

m

m

m

S
S
S

S
S
S
S
S



 

，接著將 m 變換成 J ；即由  )()1( xf J −  矩陣運算至  )()( xf J  可得上述相同型式，只

需將矩陣式中的 m 變換成 J 即可。所以，自 )(xf 作 1 次導函數 )(' xf 開始，逐次運算到第

J 次導函數 )()( xf J ，其各次導函數中各 )(u
iS 係數值皆可按序計算出。  

[B]. JvJu >+= )( ，則  ∑ =
+−+⋅−J

r
vJJ

r
r rtJC

0
)()1( = ? ， Rt ∈ ， v , NJ ∈     (6)  

(a). 持續對 )(xf 作第 1+J 次導函數運算，此處 v = 1 ，得下式；  

)()1( xf J +  = ⋅+1Jt xte ( 1−xe ) J  + ⋅⋅+ JJ PS 1
)1(

2
xte )1( + ( 1−xe ) 1−J  + 

⋅⋅+ JJ PS 2
)1(

3
xte )2( + ( 1−xe ) 2−J  + ⋅+ )1(

4
JS ⋅JP3

xte )3( + ( 1−xe ) 3−J  +   + 
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r
uJ

r
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⋅+ )1( J
iS ⋅−

J
iP 1

xite )1( −+ ( 1−xe ) )1( −− iJ +   + ⋅+
−

)1(
2

J
JS ⋅−

J
JP 3

xJte )3( −+ ( 1−xe ) 3  + 

⋅+
−

)1(
1

J
JS ⋅−

J
JP 2

xJte )2( −+ ( 1−xe ) 2  + ⋅+ )1( J
JS ⋅−

J
JP 1

xJte )1( −+ ( 1−xe )  + ⋅+
+

)1(
1

J
JS ⋅J

JP xJte )( +   

= ∑ =
+−+⋅−J

r
JJ

r
r rtJC

0
1)()1( xrtJe )( −+⋅                                 (6.1) 

此 處 之 符 號 )1( +J
iS  = )()1( tS J

i
+   , i = 1,2,3,  , J , 1+J   ， 都 是 t 的 多 項 式 ， 而  

1)1(
1

++ = JJ tS  且遵守  )( J
iS  + )(

1)( J
iSit +⋅+  = )1(

1
+

+
J

iS   之遞推關係式   。  

現在針對此第 1+J 次導函數 (6.1)式的  )()1( xf J + 取 x = 0 時，可得其前 J 項每一項的  

xqte )( + ( 1−xe ) qJ −  = 0 ， ≥≥− qJ 1 0 ，而其最末一項  ⋅+
+

)1(
1

J
JS ⋅J

JP xJte )( + 的 )1(
1
+

+
J

JS  = )( J
JS  

+ )(
1)( J

JSJt +⋅+  ，因 =+
)(
1

J
JS 1 且  ， =)( J

JS ∑ =
−+J

i
it

1
)1(  ，得  

)1(
1
+

+
J

JS   = [ ∑ =
−+J

i
it

1
)1(  ] + )( Jt +  = ∑ +

=
−+1

1
)1(J

i
it   ， 所 以 ， 此 ⋅+

+
)1(

1
J

JS ⋅J
JP xJte )( +   = 

[∑ +

=
−+1

1
)1(J

i
it ] J

JP⋅  = [∑ +

=
−+1

1
)1(J

i
it ] )!(J⋅  ⇒ )0()1( +Jf = [∑ +

=
−+1

1
)1(J

i
it ] )!(J⋅  

則  ∑ =
+−+⋅−J

r
JJ

r
r rtJC

0
1)()1( = )0()1( +Jf  = [∑ +

=
−+1

1
)1(J

i
it ] )!(J⋅           (J.1) 

(b). 持續對 )(xf 作第 2+J 次導函數運算，此處 v = 2 ，得下式；  

)()2( xf J +  = ⋅+2Jt xte ( 1−xe ) J  + ⋅⋅+ JJ PS 1
)2(

2
xte )1( + ( 1−xe ) 1−J  + 

⋅⋅+ JJ PS 2
)2(

3
xte )2( + ( 1−xe ) 2−J  + ⋅+ )2(

4
JS ⋅JP3

xte )3( + ( 1−xe ) 3−J  +   + 

⋅+ )2( J
iS ⋅−

J
iP 1

xite )1( −+ ( 1−xe ) )1( −− iJ +   + ⋅+
−

)2(
2

J
JS ⋅−

J
JP 3

xJte )3( −+ ( 1−xe ) 3  + 

⋅+
−

)2(
1

J
JS ⋅−

J
JP 2

xJte )2( −+ ( 1−xe ) 2  + ⋅+ )2( J
JS ⋅−

J
JP 1

xJte )1( −+ ( 1−xe ) + ⋅+
+

)2(
1

J
JS ⋅J

JP xJte )( +   

= ∑ =
+−+⋅−J

r
JJ

r
r rtJC

0
2)()1( xrtJe )( −+⋅                                (6.2) 

此 處 之 符 號  )2( +J
iS  = )()2( tS J

i
+   , i = 1,2,3,  , J , 1+J   ， 都 是 t 的 多 項 式 ， 而  

2)2(
1

++ = JJ tS  且遵守  )1( +J
iS  + )1(

1)( +
+⋅+ J

iSit  = )2(
1
+

+
J

iS 之遞推關係式   。  
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現在針對此第 2+J 次導函數 (6.2)式的  )()2( xf J + 取 x = 0 時，可得其前 J 項每一項

的  xqte )( +  ( 1−xe  ) qJ −   = 0 ， ≥≥− qJ 1  0 ，而其最末一項  ⋅+
+

)2(
1

J
JS ⋅J

JP xJte )( + 的 )2(
1
+

+
J

JS  =

)1( +J
JS  + )1(

1)( +
+⋅+ J

JSJt   ， 因 )1(
1
+

+
J

JS  = ∑ +

=
−+1

1
)1(J

i
it 且 )1( +J

JS  = +−
)(
1

J
JS )()1( J

JSJt ⋅−+ ， 得 

)2(
1
+

+
J

JS  = )1( +J
JS   + ⋅+ )( Jt ∑ +

=
−+1

1
)1(J

i
it   ， )1( +J

JS   要 從 連 續 遞 推 關 係 式 而 得 ， 所 以 ， 此  

)0()2( +Jf  = ⋅+
+

)2(
1

J
JS J

JP  = [ )1( +J
JS  + ⋅+ )( Jt ∑ +

=
−+1

1
)1(J

i
it  ] J

JP⋅   =[ )1( +J
JS  + ⋅+ )( Jt

∑ +

=
−+1

1
)1(J

i
it ] )!(J⋅  且因  )0()2( +Jf =∑ =

+−+⋅−J

r
JJ

r
r rtJC

0
2)()1(  

則  ∑ =
+−+⋅−J

r
JJ

r
r rtJC

0
2)()1(  = [ )1( +J

JS  + ⋅+ )( Jt ∑ +

=
−+1

1
)1(J

i
it ] )!(J⋅    (J.2) 

(c). 持續對 )(xf 作第 3+J 次導函數運算，此處 v =3 ，得下式；    

)()3( xf J +  = ⋅+3Jt xte ( 1−xe ) J  + ⋅⋅+ JJ PS 1
)3(

2
xte )1( + ( 1−xe ) 1−J  + 

⋅⋅+ JJ PS 2
)3(

3
xte )2( + ( 1−xe ) 2−J  + ⋅+ )3(

4
JS ⋅JP3

xte )3( + ( 1−xe ) 3−J  +   + 

⋅+ )3( J
iS ⋅−

J
iP 1

xite )1( −+ ( 1−xe ) )1( −− iJ  +   + ⋅+
−

)3(
2

J
JS ⋅−

J
JP 3

xJte )3( −+ ( 1−xe ) 3  + 

⋅+
−

)3(
1

J
JS ⋅−

J
JP 2

xJte )2( −+ ( 1−xe ) 2  + ⋅+ )3( J
JS ⋅−

J
JP 1

xJte )1( −+ ( 1−xe ) + ⋅+
+

)3(
1

J
JS ⋅J

JP xJte )( +   

= ∑ =
+−+⋅−J

r
JJ

r
r rtJC

0
3)()1( xrtJe )( −+⋅                                (6.3) 

此 處 之 符 號  )3( +J
iS  = )()3( tS J

i
+   , i = 1,2,3,  , J , 1+J   ， 都 是 t 的 多 項 式 ， 而  

3)3(
1

++ = JJ tS  且遵守  )2( +J
iS  + )2(

1)( +
+⋅+ J

iSit  = )3(
1
+

+
J

iS   之遞推關係式   。  

現在針對此第 3+J 次導函數 (6.3)式的  )()3( xf J + 取 x = 0 時，可得其前 J 項每一項的  

xqte )( + ( 1−xe ) qJ −  = 0 ， ≥≥− qJ 1 0 ，而其最末一項  ⋅+
+

)3(
1

J
JS ⋅J

JP xJte )( + 的 )3(
1
+

+
J

JS = )2( +J
JS

+ )2(
1)( +

+⋅+ J
JSJt  ，因 )2(

1
+

+
J

JS = )1( +J
JS  + ⋅+ )( Jt ∑ +

=
−+1

1
)1(J

i
it  且  

)2( +J
JS  = ++

−
)1(

1
J

JS )1()1( +⋅−+ J
JSJt  ， )1(

1
+

−
J

JS 與 )1( +J
JS 須從連續遞推關係式計算而得， 

因 此  )3(
1
+

+
J

JS  = [ ++
−

)1(
1

J
JS )1()1( +⋅−+ J

JSJt  ]  + ⋅+ )( Jt  [ )1( +J
JS   + ⋅+ )( Jt
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r
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∑ +

=
−+1

1
)1(J

i
it ] = ++

−
)1(

1
J

JS  [ )(
1∑ −=

+J

Ji
it ] )1( +⋅ J

JS  + ⋅+ 2)( Jt ∑ +

=
−+1

1
)1(J

i
it        ⇒  

)0()3( +Jf = ⋅+3J
JS J

JP ={ ++
−

)1(
1

J
JS [ )(

1∑ −=
+J

Ji
it ] )1( +⋅ J

JS  + ⋅+ 2)( Jt ∑ +

=
−+1

1
)1(J

i
it } )!(J⋅  

，且又因   )0()3( +Jf =∑ =
+−+⋅−J

r
JJ

r
r rtJC

0
3)()1(   ，則得下式關係式； 

 )0()3( +Jf = ∑ =
+−+⋅−J

r
JJ

r
r rtJC

0
3)()1(  

   = { )2( +J
JS  + )1()( +⋅+ J

JSJt  + ⋅+ 2)( Jt }∑ +

=
−+1

1
)1(J

i
it )!(J⋅           (J.3.1) 

   = { ++
−

)1(
1

J
JS [ )(

1∑ −=
+J

Ji
it ] )1( +⋅ J

JS  + ⋅+ 2)( Jt }∑ +

=
−+1

1
)1(J

i
it )!(J⋅     (J.3.2) 

(d).  持續對 )(xf 作第 vJ + 次導函數運算，此處 ≥v 1 ， Nv∈ ，得下式；    

)()( xf vJ +  = ⋅+vJt xte ( 1−xe ) J  + ⋅⋅+ JvJ PS 1
)(

2
xte )1( + ( 1−xe ) 1−J  + 

⋅⋅+ JvJ PS 2
)(

3
xte )2( + ( 1−xe ) 2−J  + ⋅+ )(

4
vJS ⋅JP3

xte )3( + ( 1−xe ) 3−J  +   + 

⋅+ )( vJ
iS ⋅−

J
iP 1

xite )1( −+ ( 1−xe ) )1( −− iJ +   + ⋅+
−

)(
2

vJ
JS ⋅−

J
JP 3

xJte )3( −+ ( 1−xe ) 3  + 

⋅+
−

)(
1

vJ
JS ⋅−

J
JP 2

xJte )2( −+ ( 1−xe ) 2  + ⋅+ )( vJ
JS ⋅−

J
JP 1

xJte )1( −+ ( 1−xe )  + ⋅+
+

)(
1

vJ
JS ⋅J

JP xJte )( +   

= ∑ +

=

1

1

J

i ⋅+ )( vJ
iS ⋅−

J
iP 1

xite )1( −+ ( 1−xe ) )1( −− iJ   

= ∑ =
+−+⋅−J

r
vJJ

r
r rtJC

0
)()1( xrtJe )( −+⋅                              (6.4) 

此 處 之 符 號  )( vJ
iS +  = )()( tS vJ

i
+   , i = 1,2,3,  , J , 1+J   ， 都 是 t 的 多 項 式 ， 而  

vJvJ tS ++ =)(
1  且遵守  )1( −+vJ

iS  + )1(
1)( −+

+⋅+ vJ
iSit  = )(

1
vJ

iS +
+   之遞推關係式   。  

現在針對此第 vJ + 次導函數 (6.4)式的  )()( xf vJ + 取 x = 0 時，可得其前 J 項每一項的  

xqte )( +  ( 1−xe  ) qJ −   = 0 ， ≥≥− qJ 1  0 ， 而 其 最 末 一 項  ⋅+
+

)(
1

vJ
JS ⋅J

JP xJte )( + 的 )(
1

vJ
JS +

+  =

)1( −+vJ
JS + )1(

1)( −+
+⋅+ vJ

JSJt  ， ⇒  )0()( vJf + = ⋅+
+

)(
1

vJ
JS J

JP = ⋅+
+

)(
1

vJ
JS )!(J   ⇒  

)0()( vJf + =∑ =
+−+⋅−J

r
vJJ

r
r rtJC

0
)()1( = ⋅+

+
)(

1
vJ

JS )!(J                 (J.4.1) 
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       = [ )1( −+vJ
JS + )1(

1)( −+
+⋅+ vJ

JSJt ] )!(J⋅                            (J.4.2) 

此處 )1( −+vJ
JS 與 )1(

1
−+

+
vJ

JS 、 )(
1

vJ
JS +

+  皆須從連續遞推關係式計算而得，將其列式出來必

為一大串表示式。由上述的 (J.2)式、(J.3.1)式、(J.3.2)式等即可知悉不能將係數 )(
1

vJ
JS +

+ 以

t 的多項式型式完整表示出來；因這 )1( −+vJ
JS + )1(

1)( −+
+⋅+ vJ

JSJt = )(
1

vJ
JS +

+  遞迴關係式中的

)1( −+vJ
JS 、 )1(

1
−+

+
vJ

JS 與 )(
1

vJ
JS +

+ 元素恰分別坐落在不同的導函數內，屬於非同一數列的項數；

)1( −+vJ
JS 、 )1(

1
−+

+
vJ

JS 屬於{ )1( −+vJ
iS }數列， )(

1
vJ

JS +
+ 屬於{ )( vJ

iS + }數列。所以，僅以 (J.4.1)式、

(J.4.2)式的型式表述 )0()( vJf + 的外觀結構。 

   由上述推演出的結果知； ≠)0()( Jf ≠+ )0()1( Jf ≠+ )0()2( Jf ≠+ )0()3( Jf  ≠

)0()( vJf + ，毎一個值都不相等也不具規律性。縱然如此， )(
1

vJ
JS +

+ 數值仍能透過矩陣運算

式自 )()( xf J 作矩陣式逐次運算到 )()( xf vJ + 的過程計算出來，而且整體思緒還更靈巧、

直覺，演算也具體、有序。 

(e). 以矩陣運算式推演出 )(
1

vJ
JS +

+ 係數值 

<e1>. 先由 )()( xf J  矩陣運算至 )()1( xf J +  ：   =u J   ⇒   =u 1+J  

    

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

−

−−

)(
1

)(

)()(
1

)(
1

)(
2

)(
5

)(
4

)(
4

)(
3

)(
3

)(
2

)(
2

)(
1

)(
1

000000/
000000/
000000/

000000/
000000/
000000/
000000/
0000000

J
J

J
J

J
J

J
J

J
J

J
J

JJ

JJ

JJ

JJ

J

StS
StS

StS

StS
StS

StS
StS

S



















⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
−+
−+

+
+
+
+

Jt
Jt
Jt

t
t
t
t

t

1
2

4
3
2
1



=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

+

+
−

+

+

+

+

+

)1(
1

)1(

)1(
1

)1(
5

)1(
4

)1(
3

)1(
2

)1(
1

J
J

J
J

J
J

J

J

J

J

J

S
S
S

S
S
S
S
S



 

由最末一列可對照計算出  )1(
1
+

+
J

JS = )( J
JS + )(

1)( J
JSJt +⋅+ =∑ =

−+J

i
it

1
)1( + 1)( ⋅+ Jt  
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=∑ +

=
−+1

1
)1(J

i
it =∑ +

=

1

1

J

i
t +∑ +

=

1

1

J

i
i −∑ +

=

1

1
1J

i
 = tJ ⋅+ )1(  + )2(

2
)1( ++ JJ − )1( +J   

= tJ ⋅+ )1(  + 
2

)1( +JJ  = tJ ⋅+ )1(  + 1
2

+JC        ⇒  

則得；   ∑ =
+−+⋅−J

r
JJ

r
r rtJC

0
1)()1( = )0()1( +Jf   

        = [∑ +

=
−+1

1
)1(J

i
it ] )!(J⋅ = [ tJ ⋅+ )1(  + 1

2
+JC ] )!(J⋅             (J.1) 

<e2>. 持續作高 1 次的矩陣運算，，直到由 )()1( xf vJ −+ 矩陣運算至  )()( xf vJ + ： 

                    =u 1−+ vJ   ⇒   =u vJ +  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+
+

−+

−+−+
−

−+
−

−+
−

−+−+

−+−+

−+

)1(
1

)1(

)1()1(
1

)1(
1

)1(
2

)1(
3

)1(
2

)1(
2

)1(
1

)1(
1

0000/
0000/
0000/

0000/
0000/
00000

vJ
J

vJ
J

vJ
J

vJ
J

vJ
J

vJ
J

vJvJ

vJvJ

vJ

StS
StS

StS

StS
StS

S















⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
−+
−+

+
+

Jt
Jt
Jt

t
t

t

1
2

2
1

 =

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

+

+
−

+

+

+

)(
1

)(

)(
1

)(
3

)(
2

)(
1

vJ
J

vJ
J

vJ
J

vJ

vJ

vJ

S
S
S

S
S
S

  

由最末一列可對照計算出  )(
1

vJ
JS +

+ = )1( −+vJ
JS + )1(

1)( −+
+⋅+ vJ

JSJt  ，則得；  

)0()( vJf + =∑ =
+−+⋅−J

r
vJJ

r
r rtJC

0
)()1( = ⋅+

+
)(

1
vJ

JS )!(J                  (J.4.1) 

       = [ )1( −+vJ
JS + )1(

1)( −+
+⋅+ vJ

JSJt ] )!(J⋅                            (J.4.2) 

上述  )1( −+vJ
JS 與 )1(

1
−+

+
vJ

JS 、 )(
1

vJ
JS +

+  三數值都能從持續的矩陣運算式中計算而得，其真實

演算操作流程在接下來的範例中將詳盡展示。請觀摩下述示例；  

<e3>. 以範例解說矩陣運算式推演出 )(
1

vJ
JS +

+ 係數值  

[例 7]. 取 J = 2， t = 10， v = 5 ，代入 (J.4.1)式、 (J.4.2)式  得  

 ∑ =
−⋅−2

0
72 )12()1(

r r
r rC = ⋅)7(

3S )!2(   ⇒  以矩陣運算式求出 )7(
3S 係數值，如下；  

 <7.1>. 由  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
)0(

2
)0(

1

)0(
1

/
0

StS
S

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ 1t
t

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
)1(

2

)1(
1

S
S

 ，得  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0/1
01

t ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ 1t
t

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
t

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1

10
= ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
)1(

2

)1(
1

S
S
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<7.2>. 由  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

00/
0/
00

)1(
2

)1(
2

)1(
1

)1(
1

tS
StS

S

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

2
1

t
t

t
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
1

12

2

t
t

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
21
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=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

)2(
3

)2(
2

)2(
1

S
S
S

 

<7.3>. 由  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

)2(
3

)2(
2

)2(
2

)2(
1

)2(
1

0/
0/
00

StS
StS

S

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

2
1

t
t

t
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

101.2
02110
00100

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

12
11
10

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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3
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2

)3(
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S
S
S

 

<7.4>.  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎢

⎣

⎡
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=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎢

⎣

⎡
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S
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<7.5>.  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎢

⎣

⎡
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⎥

⎦
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⎣

⎡
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡
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=
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎢

⎣

⎡
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<7.6>.  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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⎥
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⎤
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⎢

⎣

⎡
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=
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⎥

⎦

⎤
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⎢

⎣

⎡
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<7.7>.  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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⎥
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⎤
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⎣

⎡
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎢

⎣

⎡
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)7(
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)7(
1

S
S
S

 

上述由矩陣運算式表列流程中，得最末 1 數為  )7(
3S = 3428733 ，因此可得；  

∑ =
−⋅−2

0
72 )12()1(

r r
r rC = ⋅)7(

3S )!2( = 3428733 )!2(×  = 6857466 

再由  ∑ =
−⋅−2

0
72 )12()1(

r r
r rC = −712 77 10112 +⋅ = 35831808 − 38974342+ 710  

                        = 6857466 

則可見到展開式與矩陣運算式表列流程相互印證出同樣數值結果 6857466  . 

所以，不需要預先知道  )()(
1 tS vJ

J
+

+ 的多項式一般式也能求算出其數值。  
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[例 8]. 取 J = 8， t = 1， v = 4 ，代入 (J.4.1)式、 (J.4.2)式  得   

∑ =
−⋅−8

0
128 )9()1(

r r
r rC  = ⋅)12(

9S )!8(   ， 再 以 矩 陣 運 算 式 求 出 )12(
9S 係 數 值 ( 省 略 由

)(xf 到 )()7( xf 的矩陣運算式流程並參考底下第三標題的 (C1).至 (C8).內容 )，由 )()8( xf 至

)()9( xf 作矩陣運算起，得下列運算式； 

 

   <8.1>. 由   

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1000000036
036000000462
00462000002646
000264600006951
000069510007770
000007770003025
00000030250255
00000002551
000000001

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

9
8
7
6
5
4
3
2
1

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

45
750
5880
22827
42525
34105
9330
511
1

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

)9(
9

)9(
8

)9(
7

)9(
6

)9(
5

)9(
4

)9(
3

)9(
2

)9(
1

S
S
S
S
S
S
S
S
S

 

 

 <8.2>. 由   

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

450000000750
07500000005880
0058800000022827
00022827000042525
00004252500034105
0000034105009330
00000093300511
00000005111
000000001

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

9
8
7
6
5
4
3
2
1

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1155
11880
63987

179487
246730
145750
28501
1023

1

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

)10(
9

)10(
8

)10(
7

)10(
6

)10(
5

)10(
4

)10(
3

)10(
2

)10(
1

S
S
S
S
S
S
S
S
S
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<8.3>. 由   

     

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1155000000011880
01188000000063987
006398700000179487
0001794870000246730
0000246730000145750
000001457500028501
0000002850101023
000000010231
000000001

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

9
8
7
6
5
4
3
2
1

 =

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

22275
159027
627396

1323652
1379400
611501
86526
2047

1

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

)11(
9

)11(
8

)11(
7

)11(
6

)11(
5

)11(
4

)11(
3

)11(
2

)11(
1

S
S
S
S
S
S
S
S
S

 

<8.4>. 由   

  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

222750000000159027
0159027000000627396
00627396000001323652
000132365200001379400
00001379400000611501
000006115010086526
0000008652602047
000000020471
000000001
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

9
8
7
6
5
4
3
2
1

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

359502
1899612
5715424
9321312
7508501
2532530
261625
4095

1

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

)12(
9

)12(
8

)12(
7

)12(
6

)12(
5

)12(
4

)12(
3

)12(
2

)12(
1

S
S
S
S
S
S
S
S
S

  

)()( xf vJ + 最後得；  )12(
9S = 359502 ，再代入  ∑ =

−⋅−8

0
128 )9()1(

r r
r rC  中，  

即得計算值為  ∑ =
−⋅−8

0
128 )9()1(

r r
r rC = ⋅)12(

9S )!8( = 359502 )!8(× = 14495120640 . 

再由 ∑ =
−⋅−8

0
128 )9()1(

r r
r rC = −129 128

1 8⋅C + −⋅ 128
2 7C 128

3 6⋅C + −⋅ 128
4 5C 128

5 4⋅C  + 

−⋅ 128
6 3C 128

7 2⋅C + 128
8 1⋅C  = 282429536481 − 549755813888 + 387556041628 −  

121899810816 +17089843750 − 939524096 +14880348 − 32768 +1 = 14495120640  

，又見到不同演算法都能得到完全相同一致的數值  14495120640  . 

由上述推理與範例驗證及 (J.4.1)式的∑ =
+−+⋅−J

r
vJJ

r
r rtJC

0
)()1( = ⋅+

+
)(

1
vJ

JS )!(J 關係

式得知；當  )1(≥v 值不同時，其 )()(
1 tS vJ

J
+

+ 值亦完全相異，真是變化多樣！  

三、 遇見 第 2 類史特林數 ( Stirling number of the 2nd kind ) 

 當  t = 1 ， (4)式的冪函數變換成 )(xg = xe ( 1−xe ) J =∑ =
−+⋅−J

r
xrJJ

r
r eC

0
)1()1( ，  

對此 )(xg 逐次作導函數並持續到作第 J 次，得下列第 J 次導函數  )()( xg J  ；   

)()( xg J = )1()11(
1

1

1
)( )1( −−−+

−
+

=
−⋅⋅∑ iJxxiJ

i
J

i
J

i eePS =∑ =
−+⋅−+⋅−J

r
xrJJJ

r
r erJC

0
)1()1()1(  

此處的  )( J
iS 值需由初始值  )0(

1S =1 ， )0(
2S = 0 ，並會同矩陣運算式來一一求得。 
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(C1). 由    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
)0(

2
)0(

1

)0(
1

/
0

StS
S

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ 1t
t

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
)1(

2

)1(
1

S
S

  ，得   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
01
01

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2
1

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
1

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
)1(

2

)1(
1

S
S

 

(C2). 由     

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

001
011
001

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3
2
1

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
3
1

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

)2(
3

)2(
2

)2(
1

S
S
S

 

(C3). 由     

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0001
0103
0031
0001

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

4
3
2
1

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
6
7
1

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

)3(
4

)3(
3

)3(
2

)3(
1

S
S
S
S

 

(C4). 由     

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

00001
01006
00607
00071
00001

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

5
4
3
2
1

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
10
25
15
1

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

)4(
5

)4(
4

)4(
3

)4(
2

)4(
1

S
S
S
S
S

 

(C5). 由     

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

000001
0100010
00100025
00025015
0000151
000001

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

6
5
4
3
2
1

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
15
65
90
31
1

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

)5(
6

)5(
5

)5(
4

)5(
3

)5(
2

)5(
1

S
S
S
S
S
S

 

(C6). 由     

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0000001
01000015
001500065
000650090
000090031
00000311
0000001

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

7
6
5
4
3
2
1

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
21

140
350
301
63
1

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

)6(
7

)6(
6

)6(
5

)6(
4

)6(
3

)6(
2

)6(
1

S
S
S
S
S
S
S
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(C7). 由     

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

00000001
010000021
00210000140
000140000350
000035000301
00000301063
000000631
00000001

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

8
7
6
5
4
3
2
1

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
28
266

1050
1701
966
127

1

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

)7(
8

)7(
7

)7(
6

)7(
5

)7(
4

)7(
3

)7(
2

)7(
1

S
S
S
S
S
S
S
S

 

(C8). 由     

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

000000001
0100000028
002800000266
00026600001050
000010500001701
00000170100966
0000009660127
00000001271
000000001

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

9
8
7
6
5
4
3
2
1

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
36
462
2646
6951
7770
3025
255
1

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

)8(
9

)8(
8

)8(
7

)8(
6

)8(
5

)8(
4

)8(
3

)8(
2

)8(
1

S
S
S
S
S
S
S
S
S

 

(C9). 持續運算，，直到  )( J
iS 的矩陣運算式所有值都出現而形成  { )( J

iS } 數列，再

將上述所有這些  { )(k
iS } 數列， k = 0,1,2,3,, J ， i = 1,2,3,, 1+k ，依順序排列成下面

的三角構造形式而編製出  第 2 類史特林數  表：  
)0(

iS ：    1 
)1(

iS ：    1  1 
)2(

iS ：    1  3    1 
)3(

iS ：    1  7    6     1 
)4(

iS ：    1  15   25    10    1 
)5(

iS ：    1  31   90    65    15    1 
)6(

iS ：    1  63   301   350   140   21    1 
)7(

iS ：    1  127  966   1701  1050  266   28   1 
)8(

iS ：    1  255  3025  7770  6951  2646  462  36  1 
)9(

iS ：    1  511                       45  1 
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)( J
iS ：    1  12 −J                           1

2
+JC  1 

  由此看出所揀選的這一個冪函數： )(xg  = xe  ( 1−xe  ) J  =∑ =
−+⋅−J

r
xrJJ

r
r eC

0
)1()1( ，

並對此 )(xg 逐次作導函數運算，再持續到作第 k 次，得下列導函數  )()( xg k  ；  

)()( xg k = )1()11(
1

1

1
)( )1( −−−+

−
+

=
−⋅⋅∑ iJxxiJ

i
k

i
k

i eePS  ， k = 0,1,2,3,, J ,中，其所有 )(k
iS 值必

形成完整系列的第 2 類史特林數。所以，所有第 k 次導函數 )()( xg k 為生成函數。  

這裡就不再重述  第 2 類史特林數  的基本意義與特質，參閱檔案文獻  [1]~[3]。  

 

參、結論  

1. 主文內容已完整闡述出求解：∑ =
−+⋅−J

r
uJ

r
r rtJC

0
)()1( = ? 問題的 3 種不同條件情形，

也應用具體的矩陣運算式計算出所有{ )(k
iS }數列、{ )( J

iS }數列與{ )( vJ
iS + }數列，並且由

遞迴關係式：  )(u
iS + )(

1)( u
iSit +⋅+ = )1(

1
+

+
u

iS ，算出了第 2 類史特林數。  

   這 類∑ =
−+⋅−J

r
uJ

r
r rtJC

0
)()1( 型 式 通 常 會 出 現 於 求 多 項 式 的 均 差 運 算 列 表 法 或 階 差

的差分運算列表法中各階運算的任一項式，尤其是可應用於推演計算出任何一個連續

整數冪次和公式的過程，方法在於直接列表運算即可。  

2. Ju < , Ju =  的結果最簡易且規律。最饒富變化的是  Ju > 的 )()(
1 tS vJ

J
+

+ 數值，毎一個  

)1(≥v 值都會得出不同的  )()(
1 tS vJ

J
+

+ 數值，在 [例 8]. 取  J = 8， t = 1， v = 4 中，見到

了 )8(
9S = 1 ， )9(

9S = 45 ， )10(
9S = 1155 ， )11(

9S = 22275 ， )12(
9S = 359502 . 

3. 取 (2)式  ∑ =
−+⋅−J

r
mJ

r
r rtJC

0
)()1( = 0 ，0 Jmu <=≤  ， Rt ∈ ， J , Nm ∈  。  

   也可寫成另外型式：  ∑ =
−⋅−J

r
mJ

r
r rXC

0
)()1( = 0                       

  (7) 

   0 Jm <≤  ，  RX ∈ ，   J , Nm ∈  ， r 為整數。  

   或再寫成另一型式：     ∑ =
+⋅−J

r
mJ

r
r trC

0
)()1( = 0                     (8) 

   0 Jmu <=≤  ， Rt ∈ ， J , Nm ∈  ， r 為整數。   

   此  (2)式與  (7)式、 (8)式都是完全等價同義的組合級數恆等式。  



尋找出含有組合數的級數和：∑ =
−+⋅−J

r
uJ

r
r rtJC

0
)()1(  = ? 
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[例 9]. 取  J = 4， X = 7.1， m = 3，則  (7)式    ⇒  ∑ =
−⋅−4

0
34 )1.7()1(

r r
r rC  

       = 34
0 )1.7(⋅C 34

1 )1.6(⋅− C 34
2 )1.5(⋅+ C 34

3 )1.4(⋅− C 34
4 )1.3(⋅+ C  

       = 357.911 – 907.924 +795.906 – 275.684 +29.791 = 0  

[例 10]. 取  J = 4， tt = ，  m = 3，則  (8)式    ⇒  ∑ =
+⋅−4

0
34 )()1(

r r
r trC  

       = 34
0 )(tC ⋅ 34

1 )1( tC +⋅− 34
2 )2( tC +⋅+ 34

3 )3( tC +⋅− 34
4 )4( tC +⋅+  

       = 3)(t 3)1(4 t+⋅− 3)2(6 t+⋅+ 3)3(4 t+⋅− + 3)4( t+ = 3t − 4 ( 32331 ttt +++ )  

       + 6 ( 326128 ttt +++ ) −  4 ( 3292727 ttt +++ ) + ( 32124864 ttt +++ ) = 0  

4. 恆等式  (3)式  ∑ =
−+⋅−J

r
JJ

r
r rtJC

0
)()1( = !J  ， Ju = ，  Rt ∈ ，  r , NJ ∈ ，  

也可寫成另外型式：    ∑ =
−⋅−J

r
JJ

r
r rYC

0
)()1( = !J                     (9) 

RY ∈  ，  J , Nm ∈  ， r 為整數。   

或再寫成另一型式：     ∑ =
+⋅−J

r
JJ

r
r trC

0
)()1( = !J                   (10) 

Rt ∈ ， J N∈  ， r 為整數。  

   此  (3)式與  (9)式、 (10)式都是等價同義的組合級數恆等式。  

[例 11]. 取  J = 5， Y = 7，代入 (9)式，則  (9)式    

       ⇒  ∑ =
−⋅−5

0
55 )7()1(

r r
r rC = 55

0 7⋅C 55
1 6⋅− C 55

2 5⋅+ C 55
3 4⋅− C 55

4 3⋅+ C 55
5 2⋅− C     

    = 16807 – 38880 +31250 -10240 +1215 - 32 = 120 = !5  

[例 12]. 取  J = 4， tt = ，代入 (10)式，則  (10)式   ⇒  ∑ =
+⋅−4

0
44 )()1(

r r
r trC  

        = 44
0 )(tC ⋅ 44

1 )1( tC +⋅− 44
2 )2( tC +⋅+ 44

3 )3( tC +⋅− 44
4 )4( tC +⋅+  

        = 4)(t −  4 ( ++ t41 432 46 ttt ++ ) + 6 ( 432 8243216 tttt ++++ ) 

        −  4 ( 25410881 tt ++ 4312 tt ++ ) +  ( 432 1696256256 tttt ++++ ) = 24 = !4  

5. 取  (J.4.1)式的  )0()( vJf + =∑ =
+−+⋅−J

r
vJJ

r
r rtJC

0
)()1( = ⋅+

+
)(

1
vJ

JS )!(J      (J.4.1) 

   也可寫成另外型式：  ∑ =
+−⋅−J

r
vJJ

r
r rZC

0
)()1( = ⋅+

+
)(

1
vJ

JS )!(J              (11) 
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    RZ ∈ ，   J , Nv ∈  ， r 為整數。  

或再寫成另一型式：   ∑ =
++⋅−J

r
vJJ

r
r trC

0
)()1( = ⋅+

+
)(

1
vJ

JS )!(J           (12) 

    Rt ∈ ， J , Nv ∈  ， r 為整數。  

此  (J.4.1)式與  (11)式、 (12)式都是完全等價同義的組合級數恆等式。  

[例 13]. 取  J = 3， Z = 2.1， v = 3，則  ∑ =
−⋅−3

0
63 )1.2()1(

r r
r rC = (13.32) ⋅ ( !3 ) 

                                                        = 79.92 
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