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索末菲氫原子模型 
鄧新弘  

臺北市立建國高級中學  

壹、前言  
筆者的學生曾提出一個很好的問題：考量電力與重力的相似性，既然行星可以繞著太

陽做橢圓運動，為什麼波耳會假設氫原子軌道是圓形，而非橢圓形？   

這讓筆者有了撰寫此文的動機，希望能夠對索末菲原子模型能有個初步的介紹，供作

中學教師對教學上的參考。  

    20 世紀初，古典物理受到了許多實驗上的挑戰，物理學家們不禁想著在這些實驗現

象的背後，是否暗藏著大自然的規律。1913 年，波耳提出了波耳氫原子模型，得以解釋氫

原子光譜不連續的實驗特性，但卻無法解釋賽曼效應（Zeeman effect）：當原子在外加均

勻磁場下，光譜線出現分裂的現象。亦無法說明斯塔克效應（Stark effect）：當原子在外加

均勻電場下，光譜線出現分裂的現象。而且隨著原子光譜實驗領域技術的進步，實驗學家

發現精細結構現象（ fine structure）：就算沒有外加的場作用，原本看起來只有一條的光譜

線，事實上是有多條間距很小的譜線構成。實驗上發現的種種現象，暗示波耳氫原子模型

不能夠完整地解釋氫原子光譜實驗。  

   “Will you also apply your atom model to the Zeeman effect？”出現在波耳收到的一封信

中，而這封信來自於當時已頗具盛名的物理學家索莫菲，顯現出他對這個課題的高度興趣。

在接下來的幾年，索末菲設法修正波耳氫原子模型，讓它能夠解釋更多的實驗現象。  

本文主要在介紹二維平面的索末菲模型如何計算出氫原子光譜的精細結構。一開始先

簡介波耳氫原子模型的推論，接下來分為兩部分在講述索末菲氫原子模型：第一部分先探

討橢圓軌道、第二部分才引進狹義相對論的修正。至於推廣成三維空間的索末菲模型如何

去解釋賽曼效應以及斯塔克效應，本文不做詳細探討。 

 

貳、波耳氫原子模型  
1913 年，波耳為了解釋實驗上氫原子光譜不連續的特性，提出了波耳氫原子模型。

而這模型是建立在兩個洞見的假設上，去修正拉塞福模型。這兩假設分別為：（一）電子

只有在特定軌道上穩定地環繞原子核作圓周運動，其角動量滿足量子化條件𝐿 = 𝑛ℏ，n 為

正整數。（二）電子能夠藉由吸收或放出單一顆光子，在不同能階中躍遷。從模型可推論

出，電子處在不同能態的能量以及繞行半徑。 
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能量量子化: 𝐸௡ = − ଶగమ௠௞మ௘ర௛మ ଵ௡మ ≃ − ଵଷ.଺௡మ (𝑒𝑣)     (1) 

 半徑量子化: r୬ = ୦మସ஠మ୫୩ୣమ nଶ ≃ 0.53nଶ൫Å൯    (2) 

並進而能解釋芮得柏經驗公式。  

   但隨著實驗技術的進步，科學家們發現波耳氫原子模型不足以解釋實驗上觀察到的

氫原子光譜，如 1891 年，邁克生（Michelson）發現𝐻ఈ譜線（𝑛 = 3 → 𝑛 = 2）實際上是由

相鄰的三條譜線所構成，這現象稱為光譜的精細結構。  

 

參、索末菲氫原子模型  
1915 年，索末菲將波耳氫原子模型推廣為橢圓軌道。進一步加入相對論的修正後，

成功解釋精細結構現象。本節分為兩部分 :第一部分先探討橢圓軌道、第二部分才引進狹

義相對論的修正。  

一、橢圓軌道的推廣: 

  首先，索末菲和威爾森提出在穩定狀態下的量子化條件: ∮ 𝑝௜𝑑𝑞௜ = 𝑛௜ ℎ，𝑝௜、𝑞௜分別為

廣義動量和廣義座標、𝑛௜為整數，h 是普朗克常數。此量子化條件在波耳氫原子模型即為

角動量量子化的假設。索末菲在極座標(𝑟, 𝜑)下推廣波耳原子模型，分別對應𝑟、𝜑廣義座標

的量子化條件： 

  ൝ ∮ 𝑝௥𝑑𝑟 = 𝑛௥ ℎ∮ 𝑝஦𝑑φ = 𝑛஦ ℎ      (3) 

在此𝑝௥為徑向的動量、𝑝ఝ為角動量。且靜電力為連心力，所以角動量𝑝ఝ守恆，意即𝑝ఝ為定

值，𝑝ఝ = ௡ക௛ଶగ ……(4)式，由(4)式可知，𝑛ఝ ≠ 0，否則原子不穩定。 

  假定質子的質量遠大於電子，所以電子環繞質子且質子靜止不動。另由於古典物理對距

離平方成反比的引力分析，我們可知電子的封閉軌道為橢圓（圓是橢圓的一個特例）。橢

圓的軌跡方程式為： 

 𝑟 = ௔൫ଵିఌమ൯ଵାε cosφ
 (5)  𝑎為半長軸、𝜀為離心率。 

並利用
௣ೝ௣ക = ௠௥ሶ௠௥మఝሶ = ଵ௥మ ௗ௥ௗఝ……(6)式 以及(3)、(4)和(5)式可計算如下: 
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     ∮ 𝑝௥𝑑𝑟 = 𝑛௥ℎ 
                   → ∮ ቀ ଵ௥మ ௗ௥ௗఝ 𝑝ఝቁ ቀௗ௥ௗఝ dφቁ = 𝑛௥ℎ 
                   → ∮ ଵ௥మ (ௗ௥ௗఝ)ଶ𝑝ఝdφ = 𝑛௥ℎ                           
               → ∮ ఌమ ௦௜௡మ ఝ(ଵାఌ ௖௢௦ ఝ)మ ൬௡കℎଶగ ൰ dφ = 𝑛௥ℎ                         (7) 
             
經由分部積分和留數定理可將積分得出∮ ௦௜௡మ ఝ(ଵାఌ ௖௢௦ ఝ)మ dφ = ଶగఌమ ቀ ଵ√ଵିఌమ − 1ቁ，詳見附錄，上式

計算可簡化為：（離心率𝜀 ≡ ௖௔） 

                              → 𝑛௥ = 𝑛ఝ ቀ ଵ√ଵିఌమ − 1ቁ  (8) 
由上式可知，離心率為特定值的橢圓為穩定的電子運行軌道，但還需要找到半長軸𝑎的量

子化關係式，才可確切找出穩定的橢圓軌道。 

  考慮氫原子的總能量 E，並利用(4)、(5)和(6)式，可化簡成下式：  

         𝐸 = ௣ೝమଶ௠ + ௣കమଶ௠௥మ − ௞௘మ௥ = ௡കమℎమ଼గమ௠ ൫ଵାఌమାଶఌ ௖௢௦ ఝ൯௔మ(ଵିఌమ)మ − ௞௘మ(ଵାఌ ௖௢௦ ఝ)௔(ଵିఌమ)   (9) 
系統總能量 E 為定值，故

ௗாௗఝ = 0，並利用(8)式，得到： 

                        𝑎 = ௡കమℎమସగమ௠(ଵିఌమ)௞௘మ = (௡ೝା௡ക)మℎమସగమ௠௞௘మ   (10) 
上式即為半長軸𝑎的量子化關係式，𝑛௥、𝑛ఝ為整數（𝑛௥ ≥ 0、𝑛ఝ > 0）。又由於總能量 E 與

半長軸𝑎有對應關係：𝐸 = − ௞௘మଶ௔ ，半長軸𝑎的量子化即代表能量的量子化： 

                         𝐸 = − ଶగమ௠௞మ௘ర(௡ೝା௡ക)మℎమ = − ଶగమ௠௞మ௘ర௡మℎమ  (11) 
令總量子數𝑛，𝑛 = 𝑛௥ + 𝑛ఝ，比較(1)式和(11)式，我們可看出，未考慮相對論效應的索

末菲模型，其能階大小跟波耳模型完全相同，但不同處是在索末菲模型中，有簡併態的產

生，總量子數𝑛的能階有𝑛個簡併，對應到相同的能量。表 1 列舉了一些簡併態以及對應的

半長軸及能量：  
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表 1:索末菲模型中的簡併態  

 
軌

道  

  
 

 
量

子  
數  

(𝑛 =1，𝑛ఝ=1) 左: (𝑛 =2，𝑛ఝ=1) 

右: (𝑛 =2，𝑛ఝ=2) 

左: (𝑛 =3，𝑛ఝ=1) 

中: (𝑛 =3，𝑛ఝ=2) 

右: (𝑛 =3，𝑛ఝ=3) 

半

長

軸  

 𝑎ଵ = 0.53 (Å) 

 𝑎ଶ = 4 × 0.53= 2.12 (Å) 
 

 𝑎ଷ = 9 × 0.53= 4.77 (Å) 

能

量  
𝐸ଵ = −13.61= −13.6 (𝑒𝑣) 

𝐸ଶ= −13.64 = − 3.4 (𝑒𝑣) 𝐸ଶ= −13.69 = − 1.51 (𝑒𝑣) 

 

二、狹義相對論的修正: 

  從波耳氫原子模型可做估計，電子環繞速率約為10଺ ቀ௠௦ ቁ，為光速的
ଵଵ଴଴，在如此高速

的運轉下，需考慮相對論效應的修正。由於已經超出古典力學的範圍，所以我們必須重新

計算電子環繞質子的軌跡方程式。電子的總力學能 E：  

𝐸 = 𝑚଴𝑐ଶ ቌ ଵටଵି(ೡ೎)మ − 1ቍ − ௞௘మ௥   (12) 

𝑚଴為電子的靜止質量。   

利用𝑣ଶ = (ௗ௥ௗ௧)ଶ + (𝑟 ௗఝௗ௧ )ଶ，進一步得到：  

 
ଵଵି(ೡ೎)మ = 1 + ଵ௠బమ௖మ ቀ𝑝௥ଶ + ଵ௥మ 𝑝ఝଶቁ (13) 

(13)式中，線動量p୰ = mrሶ、角動量p஦ = 𝑚𝑟ଶ𝜑ሶ ，其中𝑚 = ௠బටଵି(ೡ೎)మ 。  

將(13)式代入(12)式，整理可得： 

             𝑝௥ଶ + ଵ௥మ 𝑝ఝଶ = 2𝑚଴𝐸 + ଶ௠బ௞௘మ௥ + ଵ௖మ (𝐸 + ௞௘మ௥ )ଶ     (14) 
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令𝑢 ≡ ଵ௥，且利用
௣ೝ௣ക = ௠௥ሶ௠௥మఝሶ = ଵ௥మ ௗ௥ௗఝ = − ௗ௨ௗఝ，將此式代入(14)式，可得： 

 𝑝ఝଶ ቂ(ௗ௨ௗఝ)ଶ + 𝑢ଶቃ = 2𝑚଴𝐸 + 2𝑚଴𝑘𝑒ଶ𝑢 + ଵ௖మ (𝐸 + 𝑘𝑒ଶ𝑢)ଶ (15) 

將(15)式對𝜑全微分，整理得： 

 
ௗమ௨ௗఝమ + ൬1 − ௞మ௘ర௖మ௣കమ൰ 𝑢 = ௠బ௞௘మ௣കమ ቀ1 + ா௠బ௖మቁ (16) 

(16)式可解得： 

 

         𝑢 = 𝐴 𝑐𝑜𝑠 𝜂 φ+Bsinηφ+D           (17)  

 𝜂ଶ ≡ 1 − ௞మ௘ర௖మ௣കమ (18) 

      𝐷 ≡ ଵఎమ ௠బ௞௘మ௣കమ ቀ1 + ா௠బ௖మቁ     (19) 

A、  B 為常數。  

將 (16)式與古典力學中克卜勒問題去比較，可知其解 (17)式可簡化成：  

 𝑟 = ଵ஺ cosηφ+D
          (20) 

或是 𝑟 = ௔൫ଵିఌమ൯ଵାε cosηφ
 (21) 

其中𝜀 = ஺஽、𝑎(1 − 𝜀ଶ) = ଵ஽ 。 

(21)式表明在考量相對論的效應後，索末菲氫原子模型中，電子環繞質子的軌道並不

是單純橢圓形，而是橢圓緩慢地繞著原子核做進動，如圖 1。  
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圖 1:索末菲模型中，軌道的進動 

利用 (3)式量子化條件，以及 (4)式、 (6)式和 (21)式，可得：  

     ර 𝑝௥𝑑𝑟 = 𝑛௥ℎ 
→ ර ൬ 1𝑟ଶ 𝑑𝑟𝑑𝜑 𝑝ఝ൰ ൬𝑑𝑟𝑑𝜑 dφ൰ = 𝑛௥ℎ 
→ ර 1𝑟ଶ (𝑑𝑟𝑑𝜑)ଶ𝑝ఝdφ = 𝑛௥ℎ 

                                                            → ∮ ఌమఎమ(௦௜௡ ஗ఝ)మ(ଵାఌ ௖௢௦ ஗ఝ)మ ቀ௡ക௛ଶగ ቁ dφ = 𝑛௥ℎ (22) 

利用變數變換及附錄，可知∮ (௦௜௡ ఎఝ)మ(ଵାఌ ௖௢௦ ఎఝ)మ dφ = ଵఎ ଶగఌమ ቀ ଵ√ଵିఌమ − 1ቁ，代入(22)式簡化為： 

                       𝑛௥ = 𝜂𝑛ఝ ൬ ଵඥଵିఌమ − 1൰                 (23) 

(23)式為經相對論修正後，穩定軌道的量子化條件。 

 

最後，讓我們來找穩定軌道所對應到的能階。將(15)式化簡：  

      𝑝ఝଶ ቂ(ௗ௨ௗఝ)ଶ + 𝑢ଶቃ = 2𝑚଴𝐸 + 2𝑚଴𝑘𝑒ଶ𝑢 + ଵ௖మ (𝐸 + 𝑘𝑒ଶ𝑢)ଶ 
→ (𝑝ఝଶ − ௞మ௘ర௖మ )𝑢ଶ + 𝑝ఝଶ(ௗ௨ௗఝ)ଶ − 2𝑘𝑒ଶ(𝑚଴ + ா௖మ)𝑢 = 2𝑚଴𝐸 + ாమ௖మ (24) 

利用(18)式、(19)式和(20)式代入(24)式，簡化成： 

→ ቆ𝑝ఝଶ − 𝑘ଶ𝑒ସ𝑐ଶ ቇ (𝐴ଶ + 𝐷ଶ) − 2𝑘𝑒ଶ ൬𝑚଴ + 𝐸𝑐ଶ൰ 𝐷 = 2𝑚଴𝐸 + 𝐸ଶ𝑐ଶ  
→ (𝑝ఝଶ − ௞మ௘ర௖మ )𝐴ଶ − 𝑘ଶ𝑒ସ(𝑚଴ + ா௖మ)ଶ( ଵ௣കమିೖమ೐ర೎మ ) = 2𝑚଴𝐸 + ாమ௖మ (25) 

藉由𝐴 = 𝜀𝐷和量子化條件(23)式，將(25)式簡化為： 

 → − ௡കమ(௡ೝାఎ௡ക)మ ௞మ௘ర௣കమ (𝑚଴𝑐ଶ + 𝐸)ଶ = 2𝑚଴𝑐ସ𝐸 + 𝑐ଶ𝐸ଶ (26) 

令𝛽 ≡ ௡കమ(௡ೝାఎ௡ക)మ ௞మ௘ర௣കమ ，(26)式簡化為： 

 → (𝑐ଶ + 𝛽)𝐸ଶ + 2𝑚଴𝑐ଶ(𝑐ଶ + 𝛽)𝐸 + 𝛽𝑚଴ଶ𝑐ସ = 0 
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                        → 𝐸 = −𝑚଴𝑐ଶ ± 𝑚଴𝑐ଶට ௖మ௖మାఉ                      (27) 

(27)式中，負的解明顯不合（能量尺度不應這麼大）。將𝛽 ≡ ௡കమ(௡ೝାఎ௡ക)మ ௞మ௘ర௣കమ 和 

(4)式代入(27)式，得： 

 → 𝐸 = −𝑚଴𝑐ଶ + 𝑚଴𝑐ଶ ቎1 + ௞మ௘ర(ଶగ)మ௖మ௛మ ଵ(௡ೝାට௡കమିೖమ೐ర(మഏ)మ೎మ೓మ )మ቏షభ మ
 (28) 

索末菲將(28)式中的無因次常數項
௞௘మ(ଶగ)௖௛ 定義為精細結構常數𝛼 ≡ ௞௘మ(ଶగ)௖ℎ ≃ ଵଵଷ଻  

 → 𝐸 = −𝑚଴𝑐ଶ + 𝑚଴𝑐ଶ ቎1 + ఈమ(௡ೝାට௡കమିఈమ)మ቏షభ మ
 (29) 

將(29)式做泰勒展開： 

→ 𝐸 = −𝑚଴𝑐ଶ + 𝑚଴𝑐ଶ ቎1 − ଵଶ ఈమ(௡ೝାට௡കమିఈమ)మ + ଷ଼ ఈర(௡ೝାට௡കమିఈమ)ర − ହଵ଺ ఈల(௡ೝାට௡കమିఈమ)ల … … ቏ 
                          = ିଵଶ 𝑚଴𝑐ଶ𝛼ଶ  ቎ ଵ(௡ೝାට௡കమିఈమ)మ − ଷସ ఈమ(௡ೝାට௡കమିఈమ)ర + ହ଼ ఈర(௡ೝାට௡കమିఈమ)ల + ⋯ … ቏     (30) 

將(30)式中的
ଵ(௡ೝାට௡കమିఈమ)మ做泰勒展開並且令總量子數𝑛 ≡ 𝑛௥ + 𝑛ఝ： 

1(𝑛௥ + ඥ𝑛ఝଶ − 𝛼ଶ)ଶ = 1(𝑛௥ + 𝑛ఝ)ଶ + 𝑛ఝ(𝑛௥ + 𝑛ఝ)ଷ ( 𝛼𝑛ఝ)ଶ + ቈ14 𝑛ఝ(𝑛௥ + 𝑛ఝ)ଷ + 34 𝑛ఝଶ(𝑛௥ + 𝑛ఝ)ସ቉ ( 𝛼𝑛ఝ)ସ+. . . . . . 
                              

         = ଵ௡మ ൤1 + ௡௡ക (ఈ௡)ଶ + ଵସ ( ௡య௡കయ + 3 ௡మ௡കమ)(ఈ௡)ସ+. . . . . . ൨ (31)           

將(31)式代入(30)式，得： 

𝐸 =
ିଵଶ 𝑚଴𝑐ଶ𝛼ଶ  ቎ ଵ(௡ೝାට௡കమିఈమ)మ − ଷସ ఈమ(௡ೝାට௡കమିఈమ)ర + ହ଼ ఈర(௡ೝାට௡കమିఈమ)ల +. . . . . . ቏     
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                                   = ିଵଶ ௠బ௖మఈమ௡మ ൜1 + ఈమ௡మ ( ௡௡ക − ଷସ) + ఈర௡ర ൤ଵସ ( ௡௡ക)ଷ + ଷସ ( ௡௡ക)ଶ − ଷଶ ( ௡௡ക) + ହ଼൨ +. . . . . . ൠ (32) 

(32)式為經相對論修正後，氫原子能量的量子化。與(1)式相比，可發現(32)式中的第

一項即為波耳氫原子模型的能量。與(11)式相較，發現在考慮相對論效應後，原先簡併態

解開來，總量子數為𝑛的能階有𝑛個，分別對應到不同的能量。 

  以巴耳末系中的𝐻ఈ譜線（𝑛 : 3 → 2）為例，原先實驗上觀察只有一條譜線，但隨著實驗

技術的進步，發現𝐻ఈ實際上有三條分線。在索末菲模型中，𝑛為 3 的能階數量有 3 個，𝑛
為 2 的能階數量則有 2 個，考量到選擇定則，可以產生躍遷的譜線剛好三條

(𝑛௡ക : 3ଷ → 2ଶ 、  3ଶ → 2ଵ 、  3ଵ → 2ଶ)，成功解釋精細結構現象。 

肆、結論  
賽曼效應、斯塔克效應和精細結構的實驗現象促使 20 世紀初物理學家們探索原子的

可能圖像，波耳氫原子模型已提供一個大方向，但圖像還不夠完整。本文主要在介紹二維

平面 的索 末 菲氫 原子 模 型如 何處 理 氫原 子光 譜 的精 細結 構 問題 。單 純 以橢 圓軌 道 去探 討

時，造成簡併態的產生，在考量到相對論效應後，這些簡併態紛紛被打開，形成不同的能

階，進而成功解釋氫原子精細結構的實驗現象，而電子繞行原子核也不再是橢圓軌道。   

當推廣成三維的索末菲氫原子模型後，描述單個軌道的獨立量子數比二維模型還多了

一個，多的量子數在描述軌道的傾斜角（軌道平面與固定軸之間的角度），可解釋正常的

賽曼效應（normal Zeeman effect）以及斯塔克效應。但反常的賽曼效應（anomalous Zeeman 

effect）依然無法解釋，這現象要等到電子自旋被發現之後才得以解決。令人驚訝的是，未

考慮 自旋 概 念的 索末 菲 模型 所計 算 出來 的氫 原 子能 階竟 然 與狄 拉克 方 程所 得到 的 式子 有

一樣的形式，都可解釋氫原子的精細結構。  

除了上述的反常賽曼效應外，索末菲模型也無法解釋多電子原子的光譜現象。如今回

過頭來看，可知索末菲模型雖然並非為完整的理論，但在科學史上有承先啟後的位置，在

那個時代探索著未知的領域。 
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陸、附錄  

證明： ∮ ௦௜௡మ ఝ(ଵାఌ ௖௢௦ ఝ)మ dφ = ଶగఌమ ( ଵඥଵିఌమ − 1)。 

利用分部積分簡化： 

ර 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜑(1 + 𝜀 𝑐𝑜𝑠 𝜑)ଶ dφ = 𝑠𝑖𝑛 𝜑 න 𝑠𝑖𝑛 𝜑(1 + 𝜀 𝑐𝑜𝑠 𝜑)ଶ dφ ฬ𝜑 = 2𝜋𝜑 = 0
− න cosφ(න 𝑠𝑖𝑛 𝜑(1 + 𝜀 𝑐𝑜𝑠 𝜑)ଶ dφ)dφ ฬ𝜑 = 2𝜋𝜑 = 0  

很明顯地，第一項為 0。 

                             = න cosφ ൤න 1𝜀(1 + 𝜀 𝑐𝑜𝑠 𝜑)ଶ 𝑑(1 + 𝜀 𝑐𝑜𝑠 𝜑)൨ dφ ฬ𝜑 = 2𝜋𝜑 = 0 = − 1𝜀 ර 𝑐𝑜𝑠 𝜑(1 + 𝜀 𝑐𝑜𝑠 𝜑) dφ 

 

                             = − ଵఌమ ∮ 1 − ଵ(ଵାఌ ௖௢௦ ஦) dφ = − ଵఌమ ቂ2𝜋 − ∮ ଵ(ଵାఌ ௖௢௦ ஦) dφቃ (1) 

 

接下來要利用複變分析，令𝑧 = 𝑒௜ఝ，計算∮ ଵ(ଵାఌ ௖௢௦ ఝ) dφ。 

∮ ଵ(ଵାఌ ௖௢௦ ஦) dφ = ∮ ቈ ଵଵାഄమ(௭ାభ೥)቉ ௗ௭௜௭ = ଶ௜ ∮ ଵఌ௭మାଶ௭ାఌ 𝑑𝑧 = ଶ௜ ∮ ଵఌ(z-zభ)(z-zమ) 𝑑𝑧 (2) 

上式的𝑧ଵ ≡ ିଵାඥଵିఌమఌ  、𝑧ଶ ≡ ିଵିඥଵିఌమఌ ，且離心率𝜀範圍為:1 > ε ≥ 0 ， 

利用留數定理，(2)式可簡化為： ∮ ଵ(ଵାఌ ௖௢௦ ஦) dφ = ଶ௜ ቂ2𝜋𝑖 ଵఌ(௭భି௭మ)ቃ = ଶగඥଵିఌమ (3) 

將(3)式代回(1)式，得證： 

ර 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜑(1 + 𝜀 𝑐𝑜𝑠 𝜑)ଶ dφ = 2𝜋𝜀ଶ ( 1√1 − 𝜀ଶ − 1) 

 

 


