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費氏數列與正、餘弦函數的順向內積    

恆等式 
 許閎揚

＊  劉俊易  周芳宇  
縣立彰化藝術高級中學  

壹、前言  
   在科學教育月刊第 407 期 [1]中，陳建燁老師推導出費氏數列與正弦函數卷積恆等式 : 

𝑠𝑖𝑛 𝜃 ⋅ 𝐹௡ିଵ + 𝑠𝑖𝑛 2 𝜃 ⋅ 𝐹௡ିଶ + ⋯ + 𝑠𝑖𝑛( 𝑛 − 1)𝜃 ⋅ 𝐹ଵ 

= ଶ ௦௜௡ ఏி೙శభା(ଶ ௖௢௦ ఏିଵ) ௦௜௡ ఏி೙ିଶ ௦௜௡(௡ାଵ)ఏା(ଶ ௖௢௦ ఏିଵ) ௦௜௡(௡ఏ)ଵାସ ௦௜௡మ ఏ 。  

   在 閱 讀 完 文 章 之 後 ， 我 們 好 奇 如 果 將 卷 積 改 成 順 向 內 積 ， 即 𝐹ଵ𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝐹ଶsin2𝜃 + ⋯ +𝐹௡sin(𝑛𝜃)，則是否也可求得一個封閉形式？此外，如果將問題改成費氏數列與餘弦函數的

順向內積，即  𝐹ଵ𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝐹ଶcos2𝜃 + ⋯ + 𝐹௡cos(𝑛𝜃)，又可以得到怎樣的封閉形式？我們發現利

用費氏數列的矩陣或旋轉矩陣皆可找出它們的封閉形式。此外，我們利用所得到的順向內

積公式，重新證明陳建燁老師上面的卷積恆等式並給出費氏數列與餘弦卷積恆等式。 

 

貳、利用費氏數列矩陣推導  
費氏數列的定義為 ⟨𝐹௡⟩ : 𝐹௡ = 𝐹௡ିଵ + 𝐹௡ିଶ , 𝑛 ≥ 2 且  𝐹଴ = 0 , 𝐹ଵ = 1。 

以下的引理 2.1 是我們利用矩陣來推導的理論基礎。 

引理 2.1[2]: 若𝐹௡為費氏數列第𝑛項，則  ൤ 𝐹௡ାଵ 𝐹௡𝐹௡   𝐹௡ିଵ൨ = ቂ1 11 0ቃ௡
, 𝑛 ≥ 1。 

證明: 讀者可使用數學歸納法證明或參考資料[2]。 

    

利 用 引 理 2.1， 當 所 求 為 𝑎ଵ𝐹ଵ + 𝑎ଶ𝐹ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝐹௡ 時 ， 我 們 可 以 將 問 題 轉 換 為 求 矩 陣 𝑎ଵ𝐴 +
𝑎ଶ𝐴ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝐴௡的 (1,2)元，其中𝐴 = ቂ1 11 0ቃ。接著，我們計算多項式𝑎ଵ𝑥 + 𝑎ଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝑥௡的

封閉形式，再將𝑥用𝐴代入，即可找出𝑎ଵ𝐹ଵ + 𝑎ଶ𝐹ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝐹௡之值。  

要計算   𝐹ଵ𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝐹ଶcos2𝜃 + ⋯ + 𝐹௡cos(𝑛𝜃) 
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與  𝐹ଵ𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝐹ଶsin2𝜃 + ⋯ + 𝐹௡sin(𝑛𝜃) 

很自然地我們考慮計算𝑒௜ఏ𝑥 + 𝑒ଶ௜ఏ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑒௡௜ఏ𝑥௡的封閉型式，即以下的引理 2.2。  

引理 2.2: 𝑒௜ఏ𝑥 + 𝑒ଶ௜ఏ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑒௡௜ఏ𝑥௡ = ௘೔ഇ௫(ଵି௘೙೔ഇ௫೙)ଵି௘೔ഇ௫  。                              (1)

證明:讀者可利用等比級數公式證明。 

 

定理 1 :  

(1)  𝐹ଵ𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝐹ଶsin 2𝜃 + ⋯ + 𝐹௡sin (𝑛𝜃) = ሾି ୱ୧୬(௡ାଵ)ఏାୱ୧୬ (௡ఏ)ାୱ୧୬(௡ିଵ)ఏሿி೙శభାሾି ୱ୧୬(௡ାଶ)ఏାୱ୧୬(௡ାଵ)ఏାୱ୧୬ (௡ఏ)ሿி೙ାଶ௦௜௡ఏଵାସ ୱ୧୬మ ఏ         (2) 𝐹1𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝐹2cos 2𝜃 + ⋯ + 𝐹𝑛cos (𝑛𝜃) 

  = ሾି ୡ୭ୱ(௡ାଵ)ఏାୡ୭ୱ (௡ఏ)ାୡ୭ୱ(௡ିଵ)ఏሿி೙శభାሾି ୡ୭ୱ(௡ାଶ)ఏାୡ୭ୱ(௡ାଵ)ఏାୡ୭ୱ (௡ఏ)ሿி೙ିଵଵାସ ୱ୧୬మ ఏ 。  

證明 : 

令𝐴 = ቂ1 11 0ቃ代入 (1)式，得  

𝑒௜ఏ𝐴 + 𝑒ଶ௜ఏ𝐴ଶ + ⋯ + 𝑒௡௜ఏ𝐴௡ = 𝑒௜ఏ𝐴൫𝐼 − 𝑒௡௜ఏ𝐴௡൯൫𝐼 − 𝑒௜ఏ𝐴൯ିଵ
，(2) 

利用引理 2.1， (2)式等號左邊矩陣的(1,2)元為  

           𝑒௜ఏ𝐹ଵ + 𝑒ଶ௜ఏ𝐹ଶ + ⋯ + 𝑒௡௜ఏ𝐹௡，                        (3) 

顯然地， (3)式實部為    𝐹ଵ𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝐹ଶ𝑐𝑜𝑠2𝜃 + ⋯ + 𝐹௡cos (𝑛𝜃)，  

虛部為  𝐹ଵ𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝐹ଶ𝑠𝑖𝑛2𝜃 + ⋯ + 𝐹௡sin (𝑛𝜃)。  

接著計算 (2)式等號右邊，首先  

𝐼 − 𝑒௜ఏ𝐴 = ൤1 − 𝑒௜ఏ −𝑒௜ఏ−𝑒௜ఏ 1 ൨ 

=> ൫𝐼 − 𝑒௜ఏ𝐴൯ିଵ = ൤1 − 𝑒௜ఏ −𝑒௜ఏ−𝑒௜ఏ 1 ൨ିଵ = ଵଵି௘೔ഇି௘మ೔ഇ ൤ 1 𝑒௜ఏ𝑒௜ఏ 1 − 𝑒௜ఏ൨，           ( 4 )  
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將 (4)式代入 (2)式，得等號右邊矩陣(1,2)元為  

𝑒௜ఏ − 𝑒(௡ାଵ)௜ఏ𝐹௡ାଵ − 𝑒(௡ାଶ)௜ఏ𝐹௡1 − 𝑒௜ఏ − 𝑒ଶ௜ఏ  

因為  11 − 𝑒௜ఏ − 𝑒ଶ௜ఏ = 1(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃) − 𝑖(𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃) 

= (1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃) + 𝑖(𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃)(2sinଶ 𝜃 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)ଶ + (2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑠𝑖𝑛𝜃)ଶ 

= 1 − 𝑒ି௜ఏ − 𝑒ିଶ௜ఏ1 + 4 sinଶ 𝜃 。  

 

所以  𝑒௜ఏ − 𝑒(௡ାଵ)௜ఏ𝐹௡ାଵ − 𝑒(௡ାଶ)௜ఏ𝐹௡1 − 𝑒௜ఏ − 𝑒ଶ௜ఏ  

= 1 − 𝑒ି௜ఏ − 𝑒ିଶ௜ఏ1 + 4 sinଶ 𝜃 ൣ𝑒௜ఏ − 𝑒(௡ାଵ)௜ఏ𝐹௡ାଵ − 𝑒(௡ାଶ)௜ఏ𝐹௡൧ 
= ൣ−𝑒(௡ାଵ)௜ఏ + 𝑒௡௜ఏ + 𝑒(௡ିଵ)௜ఏ൧𝐹௡ାଵ + ൣ−𝑒(௡ାଶ)௜ఏ + 𝑒(௡ାଵ)௜ఏ + 𝑒௡௜ఏ൧𝐹௡ + 𝑒௜ఏ − 1 − 𝑒ି௜ఏ1 + 4 sinଶ 𝜃                      (5) 

(5)式實部為  

ሾ− cos(𝑛 + 1) 𝜃 + cos(𝑛𝜃) + cos(𝑛 − 1) 𝜃ሿ𝐹௡ାଵ + ሾ− cos(𝑛 + 2) 𝜃 + cos(𝑛 + 1) 𝜃 + cos(𝑛𝜃)ሿ𝐹௡ − 11 + 4 sinଶ 𝜃  

，虛部為  ሾ− sin(𝑛 + 1) 𝜃 + sin (𝑛𝜃) + sin(𝑛 − 1) 𝜃ሿ𝐹௡ାଵ + ሾ− sin(𝑛 + 2) 𝜃 + sin(𝑛 + 1) 𝜃 + sin (𝑛𝜃)ሿ𝐹௡ + 2𝑠𝑖𝑛𝜃1 + 4 sinଶ 𝜃   
，比較 (2)式等號兩邊矩陣 (1,2)元實部後，得  

𝐹ଵ𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝐹ଶcos (2𝜃) + ⋯ + 𝐹௡cos (𝑛𝜃)
= ሾ− cos(𝑛 + 1) 𝜃 + cos (𝑛𝜃) + cos(𝑛 − 1) 𝜃ሿ𝐹௡ାଵ + ሾ− cos(𝑛 + 2) 𝜃 + cos(𝑛 + 1) 𝜃 + cos (𝑛𝜃)ሿ𝐹௡ − 11 + 4 sinଶ 𝜃 , 
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比較 (2)式等號兩邊矩陣 (1,2)元虛部後，得  

𝐹ଵ𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝐹ଶsin (2𝜃) + ⋯ + 𝐹௡sin (𝑛𝜃)
= ሾ− sin(𝑛 + 1) 𝜃 + sin (𝑛𝜃) + sin(𝑛 − 1) 𝜃ሿ𝐹௡ାଵ + ሾ− sin(𝑛 + 2) 𝜃 + sin(𝑛 + 1) 𝜃 + sin (𝑛𝜃)ሿ𝐹௡ + 2𝑠𝑖𝑛𝜃1 + 4 sinଶ 𝜃  , 
得證。  

 

 

參、利用旋轉矩陣推導  

旋轉矩陣是一個有如下形式的2 × 2矩陣𝑅 = ቂcos𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑠𝑖𝑛 𝜃  𝑐𝑜𝑠 𝜃 ቃ，當我們計算𝑅௡時，我們會

得到𝑅௡ = ൤cos(𝑛𝜃) − 𝑠𝑖𝑛( 𝑛𝜃)𝑠𝑖𝑛( 𝑛𝜃)  𝑐𝑜𝑠( 𝑛𝜃) ൨ , 𝑛 ≥ 0。 

當所求為  𝑎ଵ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑎ଶ 𝑐𝑜𝑠 2 𝜃 + ⋯ + 𝑎௡ 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 

  與  𝑎ଵ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝑎ଶ 𝑠𝑖𝑛 2 𝜃 + ⋯ + 𝑎௡ 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) 

我們可以將問題轉換成求矩陣𝑎ଵ𝑅 + 𝑎ଶ𝑅ଶ + ⋯ + 𝑎௡𝑅௡, 
要計算  𝐹ଵ𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝐹ଶcos2𝜃 + ⋯ + 𝐹௡cos (𝑛𝜃) 

  與  𝐹ଵ𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝐹ଶsin2𝜃 + ⋯ + 𝐹௡sin (𝑛𝜃)。 

很自然地我們考慮計算𝐹ଵ𝑥 + 𝐹ଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝐹௡𝑥௡的封閉形式，即以下引理 3.1。  

引理 3.1: 𝐹ଵ𝑥 + 𝐹ଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝐹௡𝑥௡ = ிభ௫ିி೙+1௫೙+1ିி೙௫೙శమଵି௫ି௫మ 。                             (6) 

證明 : 

令  𝑆 = 𝐹ଵ𝑥 + 𝐹ଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝐹௡𝑥௡                                                      => 𝑥𝑆 = 𝐹ଵ𝑥ଶ + 𝐹ଶ𝑥ଷ + ⋯ + 𝐹௡ିଵ𝑥௡ + 𝐹௡𝑥௡+1 => (1 − 𝑥)𝑆 = 𝐹ଵ𝑥 + 𝐹଴𝑥ଶ + 𝐹ଵ𝑥ଷ + ⋯ + 𝐹௡ିଶ𝑥௡ − 𝐹௡𝑥௡+1 

             = 𝐹ଵ𝑥 + 𝑥ଶ𝑆 − 𝐹௡ିଵ𝑥௡+1 − 𝐹௡𝑥௡ାଵ − 𝐹௡𝑥௡+2 
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                                = 𝐹ଵ𝑥 + 𝑥ଶ𝑆 − 𝐹௡+1𝑥௡+1 − 𝐹௡𝑥௡ାଶ 

               => 𝑆 = ிభ௫ିி೙+1௫೙+1ିி೙௫೙శమଵି௫ି௫మ ，  

得證。  

 

定理 1 另證 : 

令𝑅 = ቂcos𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑠𝑖𝑛 𝜃  𝑐𝑜𝑠 𝜃 ቃ代入 (6)式，得  𝐹ଵ𝑅 + 𝐹ଶ𝑅ଶ + ⋯ + 𝐹௡𝑅௡ = (𝐼 − 𝑅 − 𝑅ଶ)ିଵ(𝐹ଵ𝑅 − 𝐹௡ାଵ𝑅௡ାଵ − 𝐹௡𝑅௡ାଶ)，                    (7) 

(7)式等號左邊矩陣的 (1,1)元與 (2,1)元分別為  𝐹ଵ𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝐹ଶcos2𝜃 + ⋯ + 𝐹௡cos (𝑛𝜃) 
與  𝐹ଵ𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝐹ଶsin2𝜃 + ⋯ + 𝐹௡sin (𝑛𝜃)。 

現在計算 (7)式等號右邊  

已知   

𝐼 − 𝑅 − 𝑅ଶ = ቂ1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − cos2𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛 2 𝜃− 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 2 𝜃 1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − cos2𝜃 ቃ 
=> (𝐼 − 𝑅 − 𝑅ଶ)ିଵ = ଵଵାସ ௦௜௡మ ఏ ቂ1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − cos2𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 2 𝜃𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛 2 𝜃 1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − cos2𝜃 ቃ，              (8) 

 

將 (8)式代入 (7)式，等號右邊為  

11 + 4 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜃 ቂ1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − cos2𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 2 𝜃𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛 2 𝜃 1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − cos2𝜃 ቃ 
× ൤ 𝐹ଵcos𝜃 − 𝐹௡ାଵ 𝑐𝑜𝑠( 𝑛 + 1)𝜃 − 𝐹௡ 𝑐𝑜𝑠( 𝑛 + 2)𝜃 −𝐹ଵ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝐹௡ାଵ 𝑠𝑖𝑛( 𝑛 + 1)𝜃 + 𝐹௡ 𝑠𝑖𝑛( 𝑛 + 2)𝜃𝐹ଵ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 𝐹௡ାଵ 𝑠𝑖𝑛( 𝑛 + 1)𝜃 − 𝐹௡ 𝑠𝑖𝑛( 𝑛 + 2)𝜃 𝐹ଵcos𝜃 − 𝐹௡ାଵ 𝑐𝑜𝑠( 𝑛 + 1)𝜃 − 𝐹௡ 𝑐𝑜𝑠( 𝑛 + 2)𝜃൨ (9) 

  將矩陣乘開後再利用和差角公式，即可得 (9)式 (1,1)元的分子  

−1 + ሾ− 𝑐𝑜𝑠(𝑛 + 1) 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) + 𝑐𝑜𝑠(𝑛 − 1) 𝜃ሿ𝐹௡ାଵ + ሾ− 𝑐𝑜𝑠(𝑛 + 2) 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠(𝑛 + 1) 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃)ሿ𝐹௡ 

與 (2,1)元分子  
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2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + ሾ− 𝑠𝑖𝑛(𝑛 + 1) 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) + 𝑠𝑖𝑛(𝑛 − 1) 𝜃ሿ𝐹௡ାଵ + ሾ− 𝑠𝑖𝑛(𝑛 + 2) 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛(𝑛 + 1) 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛( 𝑛𝜃)ሿ𝐹௡ 。 

比較 (7)式等號兩邊矩陣的 (1,1)元與 (2,1)元，本定理得證。 

 

肆、利用順向內積公式證明卷積恆等式  

我們發現利用定理 1(順向內積)與和角公式可以推出費氏數列與正弦、餘弦函數的卷

積，即以下定理 2 與定理 3。 

定理 2[1]:    𝑠𝑖𝑛 𝜃 ⋅ 𝐹௡ିଵ + 𝑠𝑖𝑛 2 𝜃 ⋅ 𝐹௡ିଶ + ⋯ + 𝑠𝑖𝑛( 𝑛 − 1)𝜃 ⋅ 𝐹ଵ 

          = ଶ ௦௜௡ ఏி೙శభା(ଶ ௖௢௦ ఏିଵ) ௦௜௡ ఏி೙ିଶ ௦௜௡(௡ାଵ)ఏା(ଶ ௖௢௦ ఏିଵ) ௦௜௡ ௡ఏଵାସ ௦௜௡మ ఏ 。  

證明: 

利用定理 1，得 𝑠𝑖𝑛( 𝑛𝜃)ሾ𝐹ଵ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝐹ଶ 𝑐𝑜𝑠 2 𝜃 + ⋯ + 𝐹௡ିଵ 𝑐𝑜𝑠( 𝑛 − 1)𝜃ሿ 
= 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) ሾି ௖௢௦(௡ఏ)ା௖௢௦(௡ିଵ)ఏା௖௢௦(௡ିଶ)ఏሿி೙ାሾି ௖௢௦(௡ାଵ)ఏା௖௢௦(௡ఏ)ା௖௢௦(௡ିଵ)ఏሿி೙షభିଵଵାସ ௦௜௡మ ఏ        (10) 

𝑐𝑜𝑠( 𝑛𝜃)ሾ𝐹ଵ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝐹ଶ 𝑠𝑖𝑛 2 𝜃 + ⋯ + 𝐹௡ିଵ 𝑠𝑖𝑛( 𝑛 − 1)𝜃ሿ 
= 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) ሾି ௦௜௡(௡ఏ)ା௦௜௡(௡ିଵ)ఏା௦௜௡(௡ିଶ)ఏሿி೙ାሾି ௦௜௡(௡ାଵ)ఏା௦௜௡(௡ఏ)ା௦௜௡(௡ିଵ)ఏሿி೙షభାଶ ௦௜௡ ఏଵାସ ௦௜௡మ ఏ  (11) 

利用(10) − (11)式與和差角公式，得  𝐹ଵ 𝑠𝑖𝑛(𝑛 − 1) 𝜃 + 𝐹ଶ 𝑠𝑖𝑛(𝑛 − 2) 𝜃 + ⋯ + 𝐹௡ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

= ሾ− 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) + 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝑛 − 1) 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝑛 − 2) 𝜃ሿ − ሾ− 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) + 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝑛 − 1) 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝑛 − 2) 𝜃ሿ1 + 4 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜃 𝐹௡ 

+ ሾ− 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝑛 + 1) 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) + 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝑛 − 1) 𝜃ሿ − ሾ− 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝑛 + 1) 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) + 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 𝑠𝑖𝑛( 𝑛 − 1)𝜃ሿ1 + 4 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜃 𝐹௡ିଵ 

+ − 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) − 2 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝜃1 + 4 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜃  = (௦௜௡ ఏା௦௜௡ ଶఏ)ி೙ାଶ ௦௜௡ ఏி೙షభାሾି ௦௜௡(௡ఏ)ିଶ ௖௢௦(௡ఏ) ௦௜௡ ఏሿଵାସ ௦௜௡మ ఏ ，  
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利用倍角公式與和差化積，得  

2sin𝜃𝐹௡ାଵ + (2cos𝜃 − 1)sin𝜃𝐹௡ − 2sin(𝑛 + 1)𝜃 + (2cos𝜃 − 1)sin (𝑛𝜃)1 + 4sinଶ𝜃  ， 

得證。 

定理 3: 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ⋅ 𝐹௡ିଵ + 𝑐𝑜𝑠 2 𝜃 ⋅ 𝐹௡ିଶ + ⋯ + 𝑐𝑜𝑠( 𝑛 − 1)𝜃 ⋅ 𝐹ଵ 

= (cos2𝜃 + cos𝜃 − 1)𝐹௡ + 𝐹௡ିଵ − cos(𝑛 + 1)𝜃 − cos𝑛𝜃 + cos(𝑛 − 1)𝜃1 + 4sinଶ𝜃  。  

證明 : 

利用定理 1，得 𝑐𝑜𝑠( 𝑛𝜃)ሾ𝐹ଵ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝐹ଶ 𝑐𝑜𝑠 2 𝜃 + ⋯ + 𝐹௡ିଵ 𝑐𝑜𝑠( 𝑛 − 1)𝜃ሿ 
= 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) ሾି ௖௢௦(௡ఏ)ା௖௢௦(௡ିଵ)ఏା௖௢௦(௡ିଶ)ఏሿி೙ାሾି ௖௢௦(௡ାଵ)ఏା௖௢௦(௡ఏ)ା௖௢௦(௡ିଵ)ఏሿி೙షభିଵଵାସ ௦௜௡మ ఏ         (12)  

𝑠𝑖𝑛( 𝑛𝜃)ሾ𝐹ଵ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝐹ଶ 𝑠𝑖𝑛 2 𝜃 + ⋯ + 𝐹௡ିଵ 𝑠𝑖𝑛( 𝑛 − 1)𝜃ሿ 
= 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) ሾି ௦௜௡(௡ఏ)ା௦௜௡(௡ିଵ)ఏା௦௜௡(௡ିଶ)ఏሿி೙ାሾି ௦௜௡(௡ାଵ)ఏା௦௜௡(௡ఏ)ା௦௜௡(௡ିଵ)ఏሿி೙షభାଶ ௦௜௡ ఏଵାସ ௦௜௡మ ఏ       (13)

利用(12) + (13)式與和差角公式，得  

𝐹ଵ 𝑐𝑜𝑠(𝑛 − 1) 𝜃 + 𝐹ଶ 𝑐𝑜𝑠(𝑛 − 2) 𝜃 + ⋯ + 𝐹௡ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

= ሾ− 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) + 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝑛 − 1) 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝑛 − 2) 𝜃ሿ + ሾ− 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) + 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝑛 − 1) 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝑛 − 2) 𝜃ሿ1 + 4 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜃 𝐹௡ 

= ሾ− 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝑛 + 1) 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) + 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝑛 − 1) 𝜃ሿ + ሾ− 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝑛 + 1) 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) + 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) 𝑠𝑖𝑛( 𝑛 − 1)𝜃ሿ1 + 4 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜃 𝐹௡ିଵ 

+ − 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) + 2 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝜃1 + 4 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜃  

= (ିଵା௖௢௦ ఏା௖௢௦ ଶఏ)ி೙ାி೙షభାሾି ௖௢௦(௡ାଵ)ఏା௖௢௦(௡ିଵ)ఏି௖௢௦(௡ఏ)ሿଵାସ ௦௜௡మ ఏ ，  

得證。  
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伍、應用  
利用定理 1，當取適當的角度時，我們可以得到費氏數列的等式，即以下的定理 4 到

定理 8。 

定理 4[8]: 𝐹ଵ + 𝐹ଶ + ⋯ + 𝐹௡ = 𝐹௡ାଶ − 1。  

證明 : 

利用定理 1(2)，當 0θ = 代入即可得證。 

定理 5[8]: 𝐹ଵ − 𝐹ଶ + 𝐹ଷ − ⋯ + (−1)௡ାଵ𝐹௡ = (−1)௡ାଵ𝐹௡ିଵ + 1。 

證明: 

利用定理 1(2)，當 θ π= 代入，得 𝐹ଵ𝑐𝑜𝑠𝜋 + 𝐹ଶcos(2 × 𝜋) + ⋯ + 𝐹௡cos 𝑛𝜋 = −𝐹ଵ + 𝐹ଶ − 𝐹ଷ + ⋯ + (−1)௡𝐹௡ = ሾି ୡ୭ୱ(௡ାଵ)గାୡ୭ୱ (௡గ)ାୡ୭ୱ(௡ିଵ)గሿி೙శభାሾି ୡ୭ୱ(௡ାଶ)గାୡ୭ୱ(௡ାଵ)గାୡ୭ୱ (௡గ)ሿி೙ିଵଵାସ ୱ୧୬మ గ       (14)  

當 n 為奇數時  (14)式為  −𝐹௡ାଵ + 𝐹௡ − 1 = −𝐹௡ିଵ − 1， 

當 n 為偶數時  (14)式為  𝐹௡ାଵ − 𝐹௡ − 1 = 𝐹௡ିଵ − 1， 

得證。 

 

定理 6[8]:𝐹ଵ − 𝐹ଷ + 𝐹ହ + ⋯ + (−1)௡ାଵ𝐹ଶ௡ିଵ = (ିଵ)೙శభ(ிమ೙ାଶிమ೙షభ)ାଶହ 。 

證明: 利用定理 1(1)，當
2
πθ = ，項數為 2 1n − 時  

𝐹ଵ𝑠𝑖𝑛 𝜋2 + 𝐹ଶsin (2 × 𝜋2) + ⋯ + 𝐹ଶ௡ିଵsin (2𝑛 − 1) 𝜋2 

= ቂି ୱ୧୬(ଶ௡)ഏమାୱ୧୬ (ଶ௡ିଵ)ഏమାୱ୧୬(ଶ௡ିଶ)ഏమቃிమ೙ାቂି ୱ୧୬(ଶ௡ାଵ)ഏమାୱ୧୬(ଶ௡)ഏమାୱ୧୬ (ଶ௡ିଵ)ഏమቃிమ೙షభାଶ௦௜௡ഏమଵାସ ୱ୧୬మഏమ                 （15） 

當 n 為奇數時  (15)為  

 𝐹ଶ௡ + 2𝐹ଶ௡ିଵ + 25  ，  
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當 n 為偶數時  (15)為  −𝐹ଶ௡ − 2𝐹ଶ௡ିଵ + 25 ，  

得證。  

 

定理 7[8]: 3 5
3 3

0

1
2

n
n

k
k

FF +
+

=

−=∑ 。  

證明 : 

利用定理 1(2)， 𝐹ଵ𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝐹ଶcos 2𝜃 + ⋯ + 𝐹௡cos (𝑛𝜃) 

= ሾ− cos(𝑛 + 1) 𝜃 + cos (𝑛𝜃) + cos(𝑛 − 1) 𝜃ሿ𝐹௡ାଵ + ሾ− cos(𝑛 + 2) 𝜃 + cos(𝑛 + 1) 𝜃 + cos (𝑛𝜃)ሿ𝐹௡ − 11 + 4 sinଶ 𝜃  

當
2
3
πθ = ，項數為 3 3n + 時， 

3 3

1 2 3 4 5 6
1

2 2 4 6 8 10 12cos cos cos cos cos cos cos
3 3 3 3 3 3 3

n

k
k

kF F F F F F Fπ π π π π π π+

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑  

( ) ( ) ( )
3 1 3 2 3 3

2 3 1 2 3 2 2 3 3
cos cos cos

3 3 3n n n

n n n
F F F

π π π
+ + +

+ + +⎛ ⎞
+ + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

1 2 3 4 5 6 3 1 3 2 3 3
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2n n nF F F F F F F F F+ + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ − + ⋅ − + + ⋅ − + ⋅ − + + + ⋅ − + ⋅ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 4 3 3

2

2 2 2 2 2 2cos 3 4 cos 3 3 cos 3 2 cos 3 5 cos 3 4 cos 3 3 1
3 3 3 3 3 3

21 4sin
3

n nn n n F n n n Fπ π π π π π

π
+ +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + + + + + + − + + + + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦=
+

 

3 4 3 3 3 51 1
4 4

n n nF F F+ + ++ − −= =   (16) 

將 (16)式等號兩邊同乘 ( 2)− ，得 

( ) 3 5
3 1 3 2 3 3

0

12
2

n
n

k k k
k

FF F F +
+ + +

=

−+ − =∑                                        (17) 

因為 3 1 3 2 3 3 3 32k k k kF F F F+ + + ++ − = − ，代入 (17) 得 
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3 5
3 3

0

1
2

n
n

k
k

FF +
+

=

−=∑ ，得證。  

 

定理 8: ( ) 6 7 6 6
6 1 6 4 6 6

0

2 12
2

n
n n

k k k
k

F FF F F + +
+ + +

=

+ −− + =∑ 。  

證明: 

利用定理 1(2)， 𝐹ଵ𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝐹ଶcos 2𝜃 + ⋯ + 𝐹௡cos (𝑛𝜃) 

= ሾ− cos(𝑛 + 1) 𝜃 + cos (𝑛𝜃) + cos(𝑛 − 1) 𝜃ሿ𝐹௡ାଵ + ሾ− cos(𝑛 + 2) 𝜃 + cos(𝑛 + 1) 𝜃 + cos (𝑛𝜃)ሿ𝐹௡ − 11 + 4 sinଶ 𝜃  

當
3
πθ = ，項數為 6 6n + 時， 

 
6 6

1 2 3 4 5 6
1

2 3 4 5 6cos cos cos cos cos cos cos
3 3 3 3 3 3 3

n

k
k

kF F F F F F Fπ π π π π π π+

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑  

7 8 9 10 11 12
7 8 9 10 11 12cos cos cos cos cos cos
3 3 3 3 3 3

F F F F F Fπ π π π π π⎛ ⎞+ + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

+ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
6 1 6 2 6 3 6 4 6 5 6 6

6 1 6 2 6 3 6 4 6 5 6 6
cos cos cos cos cos cos

3 3 3 3 3 3n n n n n n

n n n n n n
F F F F F F

π π π π π π
+ + + + + +

+ + + + + +⎛ ⎞
+ + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( ) ( )1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 6 1 6 2 6 3 6 4 6 5 6 6
1 2 2 2 2 2 2
2 n n n n n nF F F F F F F F F F F F F F F F F F+ + + + + += − − − + + + − − − + + + + − − − + +⎡ ⎤⎣ ⎦  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 7 6 +6

2

cos 6 7 cos 6 6 cos 6 5 cos 6 8 cos 6 7 cos 6 6 1
3 3 3 3 3 3

1 4sin
3

n nn n n F n n n Fπ π π π π π

π
+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + + + + + + − + + + + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦=
+

 

6 7 6 62 1
4

n nF F+ ++ −=                       (18) 

將 (18)式等號兩邊同乘 2，得 

( ) 6 7 6 6
6 1 6 2 6 3 6 4 6 5 6 6

0

2 12 2
2

n
n n

k k k k k k
k

F FF F F F F F + +
+ + + + + +

=

+ −− − − + + =∑ ，  
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因為  

6 1 6 2 6 3 6 4 6 5 6 6 6 1 6 4 6 62 2 2k k k k k k k k kF F F F F F F F F+ + + + + + + + +− − − + + = − + ， 

故 ( ) 6 7 6 6
6 1 6 4 6 6

0

2 12
2

n
n n

k k k
k

F FF F F + +
+ + +

=

+ −− + =∑ ， 

得證。 

 

陸、結語  
費氏數列與三角函數是中學生常見的題材，我們利用基本的矩陣計算，來作它們的順

向內積，再藉由和角公式推出它們的卷積，使用的都是常用的手法，並無高深知識或特殊

技巧。對於費氏數列有興趣的讀者，可參考資料[8]， 

這本書厚達 600 頁以上，閱讀它除了可以了解更多費氏數列的題材外，更可從中找到

許多研究問題。 
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