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再探數學方塊-歸零或循環(下) 
 蘇楹翔  呂季軒  蘇柏奇＊  

苗栗縣立興華高級中學  

肆、僅有 0、1 時的運算規律式  

一、符號定義與運算規則 

根據文獻結論 2，本節探討僅有 0、1 兩種數字的運算，本研究考慮環狀排列，當環中

分別有 1 2, ,..., na a a 個 0 相鄰、 1 2, ,..., nb b b 個 1 相鄰時，不失一般性，不妨令適當選擇起點

與方向，先以最多相鄰的 0 為起點，再依兩旁較多相鄰的 1 決定順時針或逆時針方向，擷

取成直線排列00...0ᇣᇤᇥ௔భ 11...1ᇣᇤᇥ௕భ 00...0ᇣᇤᇥ௔మ 11. . .1ᇣᇤᇥ௕మ . . . 00...0ᇣᇤᇥ௔೙ 11...1ᇣᇤᇥ௕೙ ，其中， 1 1 2max{ , ,..., }na a a a= 且 1 nb b≥ ，

記為
1 2

1 2

...

...
n

n

a a a
b b b
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，其中，上列為 0 的個數，下列為 1 的個數。例如： 

 

定義符號： 

擷取右圖環狀排列為00...0ᇣᇤᇥ௔భ 11...1ᇣᇤᇥ௕భ 00...0ᇣᇤᇥ௔మ 11. . .1ᇣᇤᇥ௕మ . . . 00...0ᇣᇤᇥ௔೙ 11...1ᇣᇤᇥ௕೙ ,

並記為：
1 2

1 2

...

...
n

n

a a a
b b b
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 1 1 2max{ , ,..., }na a a a=  

且 1 nb b≥ 。  

觀察運算的變化如下： 

0 0 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1→

，記為
2 1 4
5 1 1
⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

； 

*為本文通訊作者  
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0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1→

，記為
2 2 1 1 1 1
2 2 1 1 1 1
⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

； 

 

不難發現：(1) 前 1ia − 個 0 運算後仍為 0、第 ia 個 0 運算後為 1； 

     (2) 前 1ib − 個 1 運算後為 0、第 ib 個 0 運算後仍為 1，如下圖所示： 

 

 

因此，得運算規則：

1 2 1 1 2 2

1 2

... 1 1 1 1 ... 1 1

... 1 1 1 1 ... 1 1
n n n

n

a a a a b a b a b
b b b

− − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

。 

據此規則，當 ia 或 ib 為 1 時，運算後出現 0，則可合併，例如當 1ib = 的運算如下： 

 

因此，得合併化簡：
0x x

y z y z
⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

例如：
5 3 4 1 2 0 4 1 2

=
2 1 1 1 1 1 1 1 2
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

、
2 1 1 3 0 2 1 3 2

=
4 3 1 1 1 1 1 2 1
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

此外，我們發現經過運算後可能產生 1 1 2max{ , ,..., }na a a a≠ 或 1 nb b< 的情形，可立即

以 符 號 紀 錄 規 則 重 新 調 整 。 例 如 上 例 中 運 算 後
4 1 2
1 1 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

可 調 整 為
4 1 1
2 1 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

； 再 如
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1 3 2
1 2 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

可調整為
3 2 1
2 1 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

結論 4：運算及合併規則 

1.  

1 2 1 1 2 2

1 2

... 1 1 1 1 ... 1 1

... 1 1 1 1 ... 1 1
n n n

n

a a a a b a b a b
b b b

− − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

2.  
0x x

y z y z
⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

 

 

 

 

運用上述運算及合併規則，劃出 5~7 個數的運算過程如下： 
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觀察到：
1
6
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

、
6
1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

皆運算為
5
2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

；
4 1
1 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

、
1 1
4 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

皆運算為
3
4
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，利用運算規則得： 

1 1 1

1

1 1
1 1

a a b
b

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

、
1 1 1

1

1 1
1 1

b b a
a

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

1 2 1 1 2 2

1 2

1 1 1 1
1 1 1 1

a a a b a b
b b

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

、
1 2 1 1 2 2

1 2

1 1 1 1
1 1 1 1

b b b a b a
a a

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

又因
1 1 1 11 1 1 1
1 1 1 1
a b b a− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  
1 1 2 2 1 1 2 21 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
a b a b b a b a− − − − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

得
1

1

a
b
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

、
1

1

b
a
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 1 1, 0a b ≠ 運算結果相同；
1 2

1 2

a a
b b
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

、
1 2

1 2

b b
a a
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 1 1 2 2, , , 0a b a b ≠ 運算結果

相同。 

由
1 2 1 1 2 2

1 2

... 1 1 1 1 ... 1 1

... 1 1 1 1 ... 1 1
n n n

n

a a a a b a b a b
b b b

− − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

，得運算後，每

個 ,i ia b 都形成一行，但當 1 0ia − = 或 1 0ib − = 時，該行與下一行合併，即運算後之符號

有多少行，取決於有多少個大於 1 的 ,i ia b ，得到「若有 m個 ,i ia b 大於 1，則運算後有 m
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行」。 

 

結論 5：運算的規律 

1.  
1

1

a
b
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

、
1

1

b
a
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

運算結果相同；
1 2

1 2

a a
b b
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

、
1 2

1 2

b b
a a
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

運算結果相同。 

2.  若
1 2

1 2

...

...
n

n

a a a
b b b
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

中恰有 m個 ,i ia b 大於 1，則運算後的符號有 m行。 

 

 

二、循環長度為 1 與 2 的解 

觀察發現
2 1
3 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

運算後仍為
2 1
3 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，可視為一個長度 1 的循環，考慮
1 2

1 2

...

...
n

n

a a a
b b b
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

運算為
1 2

1 2

...

...
n

n

a a a
b b b
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

的可能性，首先： 

1. 1 1

1 1

a a
b b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

：因運算後有 1 行，故 1 1,a b 中恰有 1 個為 1， 

1 1

1 1

1 10 1 1
1 1 2
b b

b b
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞→ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
，得 1 2b = ，即

1 1
2 2
⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

1 1 1 11 0 1
1 1 1 2 1
a a a a− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞→ = ≠⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，無解。 
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2. 1 2 1 2

1 2 1 2

a a a a
b b b b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

：因運算後有 2 行，故 1 2 1 2, , ,a a b b 中恰有 2 個為 1， 

 有三種可能： 

(1) 當 1 1a = 時，因 1 1 2max{ , }a a a= ，故 2 1a =  

1 2 1 2

1 2

1 1 0 1 0 1 1 1
1 1 1 1 2 2
b b b b

b b
− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞→ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

當
1 2

1 2

1 1 1 1
2 2
b b

b b
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
，解得 1 2 2b b= = ，即

1 1 1 1
2 2 2 2
⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

(2) 當 1 1a ≠ 時，因 1 2b b≥ ，故有
1

1

1
1

a
b
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

及
1 2

1 1
a a⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

兩種： 

 1 1 1 1 1

1

1 1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1 3

a a b a b
b

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞→ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

， 

         當
1 1 1

1

1 1 1
1 1 3

a a b
b

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

，解得
1

1

2
3

a
b

=⎧
⎨ =⎩

，即
2 1 2 1
3 1 3 1
⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

         1 2 1 2 1 21 0 1 0 1 1
1 1 1 1 1 1 2 2
a a a a a a− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞→ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

           當
1 2 1 21 1

1 1 2 2
a a a a− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，無解。 

3. 從
1 1
2 2
⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

、
1 1 1 1
2 2 2 2
⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

聯想到
1 1 ... 1
2 2 ... 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

是否也具相同的性質？ 

   由
1 1 ... 1 0 1 0 1 ... 0 1 1 1 ... 1

=
2 2 ... 2 1 1 1 1 ... 1 1 2 2 ... 2
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，得證。 

4. 從六個數的運算過程圖中發現
3 1 2
1 1 4
⎛ ⎞ ⎛ ⎞↔⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，接著考慮
1 2 1

1 2 1

a a c
b b d
⎛ ⎞ ⎛ ⎞↔⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

的解？ 
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   先由
1 1 21 1

1 1 2

1 1
1 1

c a ac d
d b b

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞→ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，得 1 2 1b b= =  

   再由
11 2 1 2

1

1 0 1 0
1 1 1 1 1 1

ca a a a
d

− − ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞→ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，得
2

1

1
4

a
d

=⎧
⎨ =⎩

 

   再由
1 1 11 3 1

4 1 1 1 1
c c a−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞→ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，得
1

1

3
2

a
c

=⎧
⎨ =⎩

，故得
3 1 2
1 1 4
⎛ ⎞ ⎛ ⎞↔⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

結論 6：循環長度為 1 或 2 的解 

1.  滿足
1 1

1 1

a a
b b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

的解只有
1
2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

2.  滿足
1 2 1 2

1 2 1 2

a a a a
b b b b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

的解只有
2 1
3 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

、
1 1
2 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

3.  
1 1 ... 1 1 1 ... 1
2 2 ... 2 2 2 ... 2
⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

4.  滿足
1 2 1

1 2 1

a a c
b b d
⎛ ⎞ ⎛ ⎞↔⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

的解只有
3 1 2
1 1 4
⎛ ⎞ ⎛ ⎞↔⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

三、
x
y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

經過 2n 次運算的結果 

利用運算規則得：
1 1

1 1
x x y
y

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，先討論
1

1
x −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

後續的運算過程如下： 
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1 2
1 2

3 1 4
1 1 4

5 3 6 2 7 1 1 1 8
1 1 2 2 1 1 1 1 8

x x

x x

x x x x

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞→ →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞→ → → →⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

觀 察 到
1

1
x −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

經 過 2 1n − 次 為
2

2

n

n

x⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 1,2,3n = ， 可 猜 測
x
y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

經 過 2n 次 為

2 2
2 2

n n

n n

x y⎛ ⎞− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

為驗證上述觀察，考慮直接得到運算 2n 次的結果。以數列方式表示，將初始情形記為

0 0,1 0,2 0,, ,... na a a a< >=< > ， 經 過 運 算 t 次 所 得 結 果 為 ,1 ,2 ,, ,...t t t t na a a a< >=< > ， 比 較

, 1, 1, 1| |t j t j t ja a a− − −= − 及 , 1, 1, 1t j t j t jb a a− − −= + 且 , , (mod 2)t j t jc b≡ 其中 , =t jc 0 或 1，如下： 

 

1,t ja −
 

1, 1t ja − −
 

, 1, 1, 1| |t j t j t ja a a− − −= − , 1, 1, 1t j t j t jb a a− − −= +  
, , (mod 2)t j t jc b≡  

0 0 0 0 0 

0 1 1 1 1 

1 0 1 1 1 

1 1 0 2 0 

四種情況都得到 , ,t j t ja c= ，相較於絕對值的計算，加法與同餘式相對簡單，因此，我們將

先算得 ,t jb ，藉由同餘式得 ,t jc ，因 , ,t j t ja c= ，即得 ,1 ,2 ,, ,...t t t t na a a a< >=< > 。計算 ,t jb 時，
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不難發現其與帕斯卡三角形的關聯，如下： 

   

, 1, 1, 1

2, 2, 1 2, 2

3, 3, 1 3, 2 3, 3

0 0, 1 0, 1

                                              
2                               
3 3                

... ...
= .

t j t j t j

t j t j t j

t j t j t j t j

t t
j j

b a a
a a a
a a a a

C a C a

− − +

− − + − +

− − + − + − +

+

= +
= + +
= + + +

+ + 0, 0,.. ...t t
i j i t j tC a C a+ ++ + +

 

如： 0 0,0,0,0,1,1,1a< >=< > 時，求 4,2c 過程如下： 

   

4 4 4 4 4
4,2 0 0,2 1 0,3 2 0,4 3 0,5 4 0,6

1 0 4 0 6 0 4 1 1 1              
= 5                                                           

b C a C a C a C a C a= + + + +
= × + × + × + × + × ， 

   再得 4,2 =1c 。 

由同餘式計算 ,t jc 時，只需計算
i
jC 為奇數或 0, 1ja = 的部分。因

2 1n

iC
−

, 0,1,2,...,2 1ni = − 皆

為 奇 數 ， 可 將
2 1 2 1 2 1 2 1
0 0, 1 0, 1 0,2 1, 2 1 0, 2 1

... ...
n n n n

n n nj j i j ij j
b C a C a C a C a− − − −

+ +− − + −
= + + + + + 簡 化 為

0, 0, 12 1, 0, 2 1
...n nj jj j

b a a a+− + −
= + + + 。 

結論 7：計算 ,t jb 的方法 

, 0 0, 1 0, 1 0, 0,... ...t t t t
t j j j i j i t j tb C a C a C a C a+ + += + + + + + ， 

其中，當 2 1nt = − 時， 0, 0, 12 1, 0, 2 1
...n nj jj j

b a a a+− + −
= + + + 。 

接著，驗證
1

1
x −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

經過 2 1n − 次為
2

2

n

n

x⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

如下： 

< a 0 > 0 0 0 0 1 1 1
< a 1 > 0 0 0 1 0 0 1
< a 2 > 0 0 1 1 0 1 1
< a 3 > 0 1 0 1 1 0 1
< a 4 > 1 1 1 0 1 1 1
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由
1

1
x −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

得 0 0,0,...,0,1a< >=< > 即
0,1 0,2 0, 1

0,

... 0
1

x

x

a a a
a

−= = = =⎧⎪
⎨ =⎪⎩

 

得

0,1 0,22 1,1 0,2

0,2 0,32 1,2 0,2 1

0, 12 1, 2 0, 2 0, 2 +1

0,2 1, 2 1 0, 2 1 0, 2 2

0, 0, +12 1, 0, 2 1

... 0

... 0

...
... 0

... 1

...
... 1

n n

n n

n n n n

n n n n

n n

xx x x

xx x x

x xx x

b a a a

b a a a

b a a a

b a a a

b a a a

−

− +

−− − − −

− − + − + − +

− + −

= + + + =⎧
⎪

= + + + =⎪
⎪
⎪⎪ = + + + =⎨
⎪ = + + + =⎪
⎪
⎪

= + + + =⎪⎩

，記為
2

2

n

n

x⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，證畢。 

另外，因為
x
y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

經一次運算為
1 1

1 1
x y− −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

，再經過 2 1n − 次為
2 2

2 2

n n

n n

x y⎛ ⎞− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

即得
x
y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

經過 2n 次為
2 2

2 2

n n

n n

x y⎛ ⎞− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

 

 

 

結論 8：運算規則 

1.  
1

1
x −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

經過 2 1n − 次為
2

2

n

n

x⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，其中 2nx ≥ 。 

2.  
x
y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

經過 2n 次為
2 2

2 2

n n

n n

x y⎛ ⎞− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，其中 2nx ≥ 且 2ny ≥ 。 

四、0、1 個數互換（即
x y
y x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

）與循環長度 
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接下來，觀察 9 個數的例子如下： 

 

再例如： ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1

16
、 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
3

14
、 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
5

12
、 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
7

10
分別經 15 次運算變為 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
16
1

、 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
14
3

、 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
12
5

、 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
7

，

這 些 例 子 皆 為 有 2 +1n
個 數 且 有 奇 數 個 1 的 情 形 ， 進 而 推 測

2 2
2 1

n x
x

⎛ ⎞−
⎜ ⎟+⎝ ⎠

經 2 1n − 次 運 算 為

2 1
2 2n

x
x

+⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

，驗證如下： 

 由
2 2
2 1

n x
x

⎛ ⎞−
⎜ ⎟+⎝ ⎠

，得< 𝑎଴ >=< 0,0, . . . ,0ᇣᇧᇤᇧᇥଶ೙ିଶ௫ , 1,1, . . . ,1ᇣᇧᇤᇧᇥଶ௫ାଵ >，即
0,1 0,2 0,2 2

0,2 2 1 0,2 2 2 0,2 1

... 0

... 1
n

n n n

x

x x

a a a

a a a
−

− + − + +

= = = =⎧⎪
⎨ = = = =⎪⎩

 

 算得

0,1 0,22 1,1 0,2 0,2 1

0,2 0,3 0,12 1,2 0,2 1

... 2 1

... 2 1

...

n n n

n n

b a a a x a

b a a a x a
− +

− +

= + + + = + −⎧
⎪

= + + + = + −⎨
⎪
⎩

， 

 因 0,2 2 1 0,2 2 2 0,2 1
... 1n n nx x

a a a
− + − + +

= = = =  

 故得 0,ib 中恰有 2 1x + 個連續的偶數，記為
2 1

2 2n

x
x

+⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

。證畢。 

 

結論 9： 2 +1n
個數的運算 
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2 2
2 1

n x
x

⎛ ⎞−
⎜ ⎟+⎝ ⎠

經 2 1n − 次運算為
2 1

2 2n

x
x

+⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

。 

注意到：將 0x = 代入結論 9，或將 2 1nx = + 代入結論 8-1，皆得到
2
1

n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

經 2 1n − 次運算

為
1
2n
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。兩者差別在於結論 8-1 限制僅 1 個 1 但總個數不限，而結論 9 討論奇數個 1 但

總個數為 2 +1n
的情形。 

以下考慮循環長度： 

1. 當有 2 +1n
個數時：由結論 8-1，

2
1

n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

經過 2 1n − 次運算為
1
2n
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，又由結論 5-1 得

1
2n
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

與
2
1

n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

的運算結果相同，即進入循環，循環長度為 2 1n − 。例如：有
32 1 9+ =    

個數時，存在循環長度為
32 1 7− = 之循環如下。 

   

2. 當有
nm 22 + 個數（不妨設 nm > ）時：由結論 8-1， ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
1

122 nm

經過 2 1n − 次運算為

(2 +2 ) 2 2
2 2

m n n m

n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
，同理， ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
1

122 nm

經過 12 −m
次運算為

2
2

n

m

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。由結論 5-1
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得 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
n

m

2
2

與 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
m

n

2
2

的運算結果相同皆為
2 1 2 1

1 1

m n⎛ ⎞− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，即進入循環，循環長度為

nmnm 22)12(12 −=−−− 。例如：有
3 22 2 12+ = 個數時，存在循環長度為

3 22 2 4− =
之循環如下。 

 

結論 10： 2 +2m n
個數的循環長度 

2 +2m n
, 0≥> nm 個數時，存在長度為

nm 22 − 的循環。 

五、 2n 個數歸零的運算次數 

觀察八個數的運算過程，發現所有奇數個 1 的情形都經 8 次完成運算，其他的則最多經過

7 次完成運算。 
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驗證上述觀察如下： 

由
2n x
x

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

得< 𝑎଴ >=< 0,0, . . . ,0ᇣᇧᇤᇧᇥଶ೙ି௫ , 1,1, . . . ,1ᇣᇧᇤᇧᇥ௫ >即
0,1 0,2 0,2

0,2 1 0,2 2 0,2

... 0

1
n

n n n

x

x x

a a a

a a a
−

− + − +

= = = =⎧⎪
⎨ = = =⎪⎩

 

得

1

0,1 0,22 1,1 0,2

0,2 0,32 1,2 0,2 1

0, 0, 12 1,2 0,2 1

...

...

...
...

n n

n n

n n nx x

b a a a x

b a a a x

b a a a x+

−

− +

+− −

= + + + =⎧
⎪

= + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ = + + + =⎩

， 

當 x為奇數時，得 2 1,1 2 1,2 2 1,2
... 1n n n na a a

− − −
= = = = ，記為

0
2n
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，再經 1 次運算為
2
0

n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

即得
2n x
x

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

經過 2n 次運算為
2
0

n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

當 x為偶數時，得 2 1,1 2 1,2 2 1,2
... 0n n n na a a

− − −
= = = = ，記為

2
0

n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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即得
2n x
x

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

最多經過 2 1n − 次運算為
2
0

n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

上述驗證過程在
1 2

1 2

...

...
t

t

a a a
b b b
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
1

( ) 2
t

n
i i

i
a b

=

+ =∑ 且
1

t

i
i
b

=
∑ 為奇、偶數的情況下也適用。 

結論 11： 2n 個數歸零的運算次數 

若
1 2

1 2

...

...
t

t

a a a
b b b
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
1

( ) 2
t

n
i i

i
a b

=

+ =∑ ，則 

1.  當
1

t

i
i
b

=
∑ 為奇數時，經過 2n 次運算為

2
0

n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

2.  當
1

t

i
i
b

=
∑ 為偶數時，最多經過 2 1n − 次運算為

2
0

n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。  

 
伍、結語  

我們具體得到三個數進入循環所需的次數，特別的是意外發現輾轉相除法的應用。四

個數時，若為嚴格遞增，我們找到可造出經任意次運算仍為嚴格遞增的遞迴關係式，故不

存在運算成立次數的上界（但仍可經有限次完成運算），而除了嚴格遞增的情形外，根據

逐一檢驗的結果，得最多經過 6 次運算即能歸零。相較於得到經 1n − 運算仍為嚴格遞增

的遞迴數列，筆者對於非嚴格遞增情況必能在 6 次內完成運算更為訝異。此兩者的差異，

在於是否存在不相鄰兩數同為局部最大值或局部最小值。 

僅有 0、1 時，我們考慮的是環狀排列，藉由適當的定義符號、歸納符號運算的規則，

快速得到許多實驗數據，而藉由同餘式，則可快速得到第 j 個位置在運算 t 次的結果𝑐௝,௧（特

別是 2 1nt = − 時），進而討論得循環長度與歸零次數。 
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2. 鍾佳霖、黃甄儒、李佳怡 (2017)，數的循環。第 57 屆全國中小學科展高中組數學科

作品。  
 
 
 
 

【完】  


