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從一道向量幾何題的另解談起(上) 
 連  威  翔  

山城人力資源管理顧問有公司派遣人員 (投稿期間派遣至苗栗縣政府環境保護局 ) 
 

壹、前言  
在 108 學年度學科能力測驗 (底下簡稱 108 學測 )數學試題 [1]當中，第貳部分的選填題

G 是其中最後一道試題，問題的敘述如下：  

選填題 G：如圖（此為示意圖），𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 為平面上的四個點。已知  𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑ ，𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ 、𝐵𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃑   
          兩向量等長且互相垂直，則  tan ∠𝐵𝐴𝐷 = __________。  

 

 

圖 1 

若上網搜尋「108 年學測數學選填題 G」這段關鍵字，可找到許多不同的解法。其中

有些老師在解題前，將上述問題評為困難的問題，顯示出它相當具有挑戰性。而在 [2]的試

題解析中，鳳山高中的張簡瑞璨老師提出一個簡鍊的解法，值得我們學習。 

    筆者發現上述問題後，起初透過一個全程使用向量的方法得到解答，其解題過程比 [2]

中的解法複雜不少。不過，後來發現在同樣的假設下，只要稍微改變一下探討的方向，即

可改以平面幾何求解。此外也發現，只要適當運用複數的工具，則同樣也能解出上述問題。 

    在底下第二節中，筆者將介紹使用平面向量與平面幾何的解法。接著的第三節中，則

將仔細探討上述問題的條件如何決定圖 1 中四邊形  𝐴𝐵𝐶𝐷 的形狀。而第四節的內容，則會

介紹如何使用複數來求解上述問題。 
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貳、從假設向量  𝒗𝟏ሬሬሬሬ⃑ , 𝒗𝟐ሬሬሬሬ⃑  出發的解法  
找出第一個解法：  

    首先，介紹自己最初的解法如下：  

解法 1：在圖 1 中，可看出  𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑ , 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑  不為零向量。假設  𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ , 
因此  𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑  不為零向量，且可依題意可先寫下  𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ + 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ .                                                                 (1) 

此時可參考下圖。  

 
圖 2 

    上圖中，我們使用向量分解法寫出  𝐵𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃑ = 𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑ − 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ − 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ ,                                                    (2) 

並配合(1)式寫出  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ + (𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ + 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ ) = 𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ + 2𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ .                                            (3) 

因為  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ , 𝐵𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃑  兩向量等長，故其長度的平方也相等，由(2), (3)兩式可知  |𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ − 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ |ଶ = |𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ + 2𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ |ଶ.                                                              (4) 

依據內積的定義，我們知道任意向量  𝑣⃑ 滿足  𝑣⃑ ∙ 𝑣⃑ = |𝑣⃑||𝑣⃑| cos 0 = |𝑣⃑|ଶ.                                                            (5) 

因此(4)式可改寫為  (𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ − 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ ) ∙ (𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ − 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ ) = (𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ + 2𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ ) ∙ (𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ + 2𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ ).                                       (6) 

展開上式、整理並化簡後得  2𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ + 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ = 0, 
再配合(5)式的性質，將上式改寫為  2𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ + |𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ |ଶ = 0.                                                                       (7) 
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因為  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ , 𝐵𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃑  兩向量互相垂直，故兩者的內積為零，由(2), (3)兩式可知  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝐵𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃑ = (𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ − 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ ) ∙ (𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ + 2𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ ) = 0.                                                     (8) 

仿照我們將(6)式化簡為(7)式的過程，上式可化簡為  |𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ |ଶ + 𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ − 2|𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ |ଶ = 0.                                                              (9) 

計算(9) × 2 − (7)，整理後得  

|𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ |ଶ = 52 |𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ |ଶ,                                                                          (10) 

這表示  

|𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ | = √102 |𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ |.                                                                         (11) 

將(10)式代入(9)式，整理後得  

𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ = − 12 |𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ |ଶ.                                                                      (12) 

    令圖 2 中  ∠𝐵𝐴𝐷 = 𝜃，因此  𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑  之夾角為  𝜃。使用內積定義，配合(11), (12)兩式可知  

cos 𝜃 = 𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑|𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ ||𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ | = − 12 |𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ |ଶ√102 |𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ |ଶ = − 1√10 . 
因此  90° < 𝜃 < 180°，故  tan 𝜃 < 0，且可推得  

tan ∠𝐵𝐴𝐷 = tan 𝜃 = sin 𝜃cos 𝜃 = −3.                                                         (13) 

解題完畢。  

    雖然說，與張簡老師在 [2]中的解法相比，上述解法顯得較為冗長，但它應不失為一種

中規中矩的解法。在 [2]中的解法，一開始就使用  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ , 𝐵𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃑  互相垂直且等長的條件假設  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ =(1, 0), 𝐵𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃑ = (0, 1)，此舉可謂一錘定音。接著假設  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ = (𝑎, 𝑏)，透過題目的條件得出關鍵的

向量等式並比較等號兩側的兩分量後，即解得  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ = ቀଵଷ , − ଵଷቁ。接著寫出  𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑ = ቀଵଷ , ଶଷቁ，使用內

積計算  cos ∠𝐵𝐴𝐷 值之後，即可求得  tan ∠𝐵𝐴𝐷 之值。一言以蔽之，張簡老師的解法就是以

上述  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ , 𝐵𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃑  的假設搭配  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ = 2𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑ = 3𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐵𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃑  的條件求解。  

    完成解法 1 之後，因為對於該解法還不夠滿意，所以仍持續研究，想找出其他的解法。

研究之後發現其實圖 1 具備了  𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ = 2𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑  的條件，利用此條件我們就可改以平面幾何的方

式繼續討論，並得到解答。底下，將為大家介紹這個新解法。  
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一個平面幾何性質：  

    不過，在介紹新的解法之前，我們先看底下的性質 1 及其證明：  

性質 1：已知梯形  𝐴𝐵𝐶𝐷 的兩底為  𝐴𝐵തതതത, 𝐶𝐷തതതത，如下圖。  

 

圖 3 

若梯形兩對角線  𝐴𝐶തതതത, 𝐵𝐷തതതത 等長，則其兩腰  𝐴𝐷തതതത, 𝐵𝐶തതതത 等長，且  ∠𝐴𝐶𝐷 = ∠𝐵𝐷𝐶, ∠𝐴𝐷𝐶 = ∠𝐵𝐶𝐷。 

證 明 ： 圖 3 中 ， 我 們 在  𝐶𝐷തതതത 的 延 長 線 上 取  𝑃 點 滿 足  𝐶𝑃തതതത = 𝐴𝐵തതതത， 其 中  𝑃, 𝐷 兩 點 在  𝐶 點 的 異           

側，如下圖所示。  

 

圖 4 

    上圖中，因為  𝐶𝑃തതതത, 𝐴𝐵തതതത 平行且等長，故  𝐴𝐵𝑃𝐶 為平行四邊形，因此知  𝐵𝑃തതതത, 𝐴𝐶തതതത 平行且等長。

接著，因為  𝐵𝐷തതതത = 𝐴𝐶തതതത = 𝐵𝑃തതതത，故  Δ𝐵𝑃𝐷 為等腰三角形，其兩底角相等，再配合  ∠𝐵𝑃𝐷, ∠𝐴𝐶𝐷 為
同位角的條件，可寫下  ∠𝐵𝐷𝐶 = ∠𝐵𝐷𝑃 = ∠𝐵𝑃𝐷 = ∠𝐴𝐶𝐷. 
此時，在  Δ𝐴𝐶𝐷 與  Δ𝐵𝐷𝐶 中，因為  𝐴𝐶തതതത = 𝐵𝐷തതതത, ∠𝐴𝐶𝐷 = ∠𝐵𝐷𝐶, 𝐶𝐷തതതത = 𝐶𝐷തതതത，可知  Δ𝐴𝐶𝐷 ≅ Δ𝐵𝐷𝐶 (SAS

性質 )，得  𝐴𝐷തതതത = 𝐵𝐶തതതത，且  ∠𝐴𝐷𝐶 = ∠𝐵𝐶𝐷, ∠𝐴𝐶𝐷 = ∠𝐵𝐷𝐶，證明完畢。  

    除 了 性 質 1 所 述 之 外 ， 事 實 上 ， 梯 形  𝐴𝐵𝐶𝐷 其 對 角 線  𝐴𝐶തതതത, 𝐵𝐷തതതത 等 長 的 條 件 和 其 兩 腰 𝐴𝐷തതതത, 𝐵𝐶തതതത 等長的條件等價。讀者若有興趣，不妨練習從後者推得前者 (提示：使用圖 3 作輔

助線，過  𝐴 作  𝐵𝐶തതതത 的平行線交  𝐶𝐷 直線於  𝑄 )。  
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使用新解法解題：  

    完成性質 1 的證明後，我們看原問題的另解如下：  

解法 2：沿用解法 1 在圖 2 中令  𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑  的假設，但抹去圖 2 中對  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ , 𝐵𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃑  兩向量

的標示，如下圖。  

 

圖 5 

利用上圖中對  𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑ , 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ , 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃑  標示出的表達式，可知  𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃑  滿足  

 𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝐷𝐴ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ = −𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ + 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ + (𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ + 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ ) = 2𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ = 2𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ . 
上式所得之  𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ = 2𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑  的結果，告訴我們圖 5 中  𝐴𝐵തതതത 平行  𝐶𝐷തതതത 且  𝐴𝐵തതതത ≠ 𝐶𝐷തതതത，因此  𝐴𝐵𝐶𝐷 是

一個梯形，其兩底長滿足  𝐶𝐷തതതത = 2𝐴𝐵തതതത。  

    由原問題所給之  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ , 𝐵𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃑  兩向量等長的條件，可知圖 5 中梯形  𝐴𝐵𝐶𝐷 之對角線  𝐴𝐶തതതത, 𝐵𝐷തതതത 等
長。此時利用性質 1，可知  𝐴𝐵𝐶𝐷 為等腰梯形且滿足  𝐴𝐷തതതത = 𝐵𝐶തതതത。接下來，我們改採平面幾何

的方式繼續往下探討。首先，將圖 5 中的等腰梯形  𝐴𝐵𝐶𝐷 轉一個角度，使其看起來如下圖。  

 

圖 6 
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    因為上圖具備  𝐶𝐷തതതത = 2𝐴𝐵തതതത 的條件，我們可假設  𝐴𝐵തതതത = 𝑎, 𝐶𝐷തതതത = 2𝑎，其中  𝑎 為正數。回顧性

質 1 的結論，可知圖 6 中具備  ∠𝐴𝐶𝐷 = ∠𝐵𝐷𝐶 的條件，利用  𝐴𝐵തതതത 平行  𝐶𝐷തതതത 的條件及內錯角相

等的性質，可再得  ∠𝐶𝐴𝐵 = ∠𝐷𝐵𝐴。令  𝐴𝐵തതതത, 𝐶𝐷തതതത 交於  𝐸 點，如下圖。  

 

圖 7 

由上圖中  ∠𝐶𝐸𝐷 = ∠𝐴𝐸𝐵 = 90° 的條件，可知  Δ𝐶𝐸𝐷 與  Δ𝐴𝐸𝐵 均為等腰直角三角形，因此

可寫下  

𝐴𝐸തതതത = 𝐵𝐸തതതത = 𝐴𝐵തതതത√2 = √2𝑎2 , 𝐶𝐸തതതത = 𝐷𝐸തതതത = 𝐶𝐷തതതത√2 = √2𝑎. 
因  Δ𝐴𝐷𝐸 為直角三角形，由畢氏定理知  

𝐴𝐷തതതത = ඥ𝐴𝐸തതതതଶ + 𝐷𝐸തതതതଶ = ඨ52 𝑎ଶ = √10𝑎2 .                                                    (14) 

    圖 7 中，我們有  𝐵𝐷തതതത = 𝐵𝐸തതതത + 𝐷𝐸തതതത = ଷ√ଶ௔ଶ ，此時對  Δ𝐴𝐵𝐷 使用餘弦定理，求出  

cos ∠𝐵𝐴𝐷 = 𝐴𝐵തതതതଶ + 𝐴𝐷തതതതଶ − 𝐵𝐷തതതതଶ2 ∙ 𝐴𝐵തതതത ∙ 𝐴𝐷തതതത = 𝑎ଶ + 52 𝑎ଶ − 92 𝑎ଶ√10𝑎ଶ = − 1√10 , 
從而可再次得到  tan ∠𝐵𝐴𝐷 = −3。值得一提的是，由(14)式與圖 7 知  𝐴𝐷തതതത = √ଵ଴ଶ 𝐴𝐵തതതത，此長度關

係曾在解法 1 中的(11)式出現過。  

    完 成 上 述 解 答 後 ， 想 起 曾 在 [3]的 影 片 中 看 過 葉 晉 宏 老 師 使 用  tan 的 和 角 公 式 求 得 tan ∠𝐵𝐴𝐷 = −3。此處，我們也可使用此法求解，只要先利用圖 7 中的條件寫下  

tan ∠𝐵𝐴𝐸 = 𝐵𝐸തതതത𝐴𝐸തതതത = 1, tan ∠𝐷𝐴𝐸 = 𝐷𝐸തതതത𝐴𝐸തതതത = 2, 
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即可以上述兩式配合  tan 的和角公式，再次求得  

tan ∠𝐵𝐴𝐷 = tan(∠𝐵𝐴𝐸 + ∠𝐷𝐴𝐸) = tan ∠𝐵𝐴𝐷 + tan ∠𝐵𝐴𝐷1 − tan ∠𝐵𝐴𝐷 ∙ tan ∠𝐵𝐴𝐷 = −3. 
    還 有 沒 有 其 他 方 法 可 求 得  tan ∠𝐵𝐴𝐷 值 呢 ？ 有 的 。 利 用 性 質 1 的 結 論 中 兩 底 角 ∠𝐴𝐷𝐶, ∠𝐵𝐶𝐷 相等的條件，可知圖 6 同樣滿足  ∠𝐴𝐷𝐶 = ∠𝐵𝐶𝐷。抹去圖 6 中  𝐴𝐵𝐶𝐷 的對角線，

並作  𝐴𝐹തതതത, 𝐵𝐺തതതത 分別垂直  𝐶𝐷തതതത 於  𝐹, 𝐺 兩點，如下圖。  

 

     圖 8 

因 為  𝐴𝐵𝐺𝐹 為 矩 形 ， 可 知  𝐺𝐹തതതത = 𝐴𝐵തതതത = 𝑎 且  𝐴𝐹തതതത = 𝐵𝐺തതതത。 接 著 ， 透 過 RHS 全 等 性 質 證 明 Δ𝐴𝐷𝐹 ≅ Δ𝐵𝐶𝐺，因此有  𝐷𝐹തതതത = 𝐶𝐺തതതത。回顧在圖 6 底下假設的  𝐶𝐷തതതത = 2𝑎，可知在圖 8 中有  

𝐷𝐹തതതത = 𝐶𝐺തതതത = 𝐶𝐷തതതത − 𝐺𝐹തതതത2 = 2𝑎 − 𝑎 2 = 𝑎2.                                                    (15) 

利用(14)式中  𝐴𝐷തതതത = √ଵ଴௔ଶ  的條件，因為  Δ𝐴𝐷𝐹 為直角三角形，使用畢氏定理可得  

𝐴𝐹തതതത = ඥ𝐴𝐷തതതതଶ − 𝐷𝐹തതതതଶ = ඨ94 𝑎ଶ = 3𝑎2 .                                                      (16) 

配合圖 8，由(15), (16)兩式可知  tan ∠𝐵𝐴𝐷 = tan ቀగଶ + ∠𝐷𝐴𝐹ቁ = − cot ∠𝐷𝐴𝐹 = − ஺ிതതതത஽ிതതതത = −3，至次

再次完成解答，而解法 2 至此結束。  

    看完上述解法 2 後，接著介紹一個有趣的發現。回顧解法 2，我們從原問題所敘述之 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑  的條件出發，推導至圖 6 時得知  𝐴𝐵𝐶𝐷 為梯形，其上下底為  𝐴𝐵തതതത, 𝐶𝐷തതതത 且滿足 𝐶𝐷തതതത = 2𝐴𝐵തതതത。但是如果反過來看，我們也會有底下的性質：  

 

性質 2：四邊形  𝐴𝐵𝐶𝐷 為梯形且以  𝐴𝐵തതതത, 𝐶𝐷തതതത 為兩底，若  𝐶𝐷തതതത = 2𝐴𝐵തതതത，則  𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑ ，且  

        𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ 。  
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圖 9 

證明：取  𝐶𝐷തതതത 的中點  𝑀，連接  𝐴𝑀തതതതത, 𝐵𝑀തതതതത 之後，結果如下圖。  

 

圖 10 

上圖中，因為  𝐶𝐷തതതത = 2𝐴𝐵തതതത，可知  

𝐶𝑀തതതതത = 𝐷𝑀തതതതത = 12 𝐶𝐷തതതത = 𝐴𝐵തതതത. 
    因為  𝐶𝑀തതതതത, 𝐷𝑀തതതതത 皆平行  𝐴𝐵തതതത，配合上式可知四邊形  𝐴𝐵𝐶𝑀, 𝐵𝐴𝐷𝑀 皆有一雙對邊平行且相等，

因此兩者均為平行四邊形。此時，因為  𝐴𝑀തതതതത 平行  𝐵𝐶തതതത，使用平行四邊形法計算  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑  後，

可得  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃑ = 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ . 
同理，計算  𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃑  後可得  𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝐵𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃑ = 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑ . 
因此性質 2 結論中的兩條件確實成立，證明完畢。  

    而若回到第一節的原問題，並將問題所給的條件  𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑  改為  𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ ，則

只要假設  𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑  並仿照解法 2 的討論方式，同樣可推得  𝐴𝐵𝐶𝐷 為梯形、兩底為 𝐴𝐵തതതത, 𝐶𝐷തതതത 且  𝐶𝐷തതതത = 2𝐴𝐵തതതത 的結果，這部分就留給讀者練習。  

    綜合以上討論，我們整理得到底下的性質：  
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性質 3：若  𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 為平面上相異四點，且任三點都不共線，則以下四個性質  

    是等價的：  

    (1) 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑    (2)  𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃑   (3)  𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ = 2𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑   
  (4) 𝐴𝐵𝐶𝐷 為梯形，兩底為  𝐴𝐵തതതത, 𝐶𝐷തതതത，且  𝐶𝐷തതതത = 2𝐴𝐵തതതത。  

 

使用向量性質再探：  

    上述的解法 1 與解法 2 分別參考了圖 2 與圖 5 來解題，若將圖 2 與圖 5 中的資訊合

起來，並假設  𝐴𝐶തതതത, 𝐵𝐷തതതത 相交於  𝐸，則可得下圖。  

 
圖 11 

由原本圖 1 可看出  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ , 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑  皆為非零向量且兩者不平行，因此圖 11 中  𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑  皆為非零

向量且兩者不平行。我們可以問，若圖 11 中的  𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑  平行，則會有什麼問題嗎？若圖 11

中  𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑  平行，則存在實數滿足  𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ = 𝑘𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ ，此時將有  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ + 2𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ = (1 + 2𝑘)𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝐵𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃑ = 𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ − 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ = (1 − 𝑘)𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ . 
由上兩式可看出  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃑  與  𝐵𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃑  平行，但此與原問題題意不符，故  𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑  不平行。  

接下來，在圖 11 中假設  𝐴𝐸ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝑠𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ ，則有  𝐴𝐸ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝑠𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ + 2𝑠𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ = 𝑠𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑ + 2𝑠𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑ . 
因為  𝐷, 𝐸, 𝐵 共線，可知  𝑠 + 2𝑠 = 1，得  𝑠 = ଵଷ，因此  𝐴𝐸ሬሬሬሬሬ⃑ = ଵଷ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ ，從而有長度關係：𝐴𝐸തതതത =ଵଷ 𝐴𝐶തതതത, 𝐶𝐸തതതത = ଶଷ 𝐴𝐶തതതത。另一方面，在圖 11 中假設  𝐷𝐸ሬሬሬሬሬ⃑ = 𝑡𝐷𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃑ ，則有  

𝐷𝐸ሬሬሬሬሬ⃑ = −𝑡𝐵𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃑ = −𝑡൫𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃑ ൯ = 𝑡𝐷𝐴ሬሬሬሬሬ⃑ + 𝑡2 𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ . 
因 為  𝐴, 𝐸, 𝐶 共 線 ， 可 知  𝑡 + ௧ଶ = 1， 得  𝑡 = ଶଷ， 因 此  𝐷𝐸ሬሬሬሬሬ⃑ = ଶଷ 𝐷𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃑ ， 從 而 有 長 度 關 係 ： 𝐷𝐸തതതത =ଶଷ 𝐷𝐵തതതത, 𝐵𝐸തതതത = ଵଷ 𝐷𝐵തതതത 。 因 為 圖 11 中 有  𝐴𝐶തതതത = 𝐵𝐷തതതത 的 條 件 ， 透 過 以 上 討 論 ， 可 知 圖 11 滿
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 𝐴𝐸തതതത: 𝐵𝐸തതതത: 𝐶𝐸തതതത: 𝐷𝐸തതതത = 1: 1: 2: 2 的條件。再配合  𝐴𝐶തതതത ⊥ 𝐵𝐷തതതത 的條件，可知  Δ𝐴𝐸𝐵, Δ𝐶𝐸𝐷 均為等腰直角

三角形，而上述資訊在圖 7 中都曾出現過。因此，只要對圖 11 假設  𝐴𝐵തതതത = 𝑎, 𝐶𝐷തതതത = 2𝑎，接

著就可回頭利用圖 7 下方的解法繼續完成對原問題的解答。  

 

小結：  

    回顧本節的討論過程，在一開始的解法 1 中，我們以較不具幾何直觀的算式來求解，

直到在解法 2 中注意到重要的關係式  𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃑ = 2𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃑  之後，才發展出較直觀的平面幾何解題方

式，並發現許多在解法 1 中並未得到的結果。而若利用(14), (16)兩式配合圖 7 與圖 8，我

們即可確定圖 1 的四邊形  𝐴𝐵𝐶𝐷 是一個上下底、兩腰與高的長度比為  

1: 2: √102 : √102 : 32 

的等腰梯形。注意上式中前四項滿足  1 + 2 ≠ √ଵ଴ଶ + √ଵ଴ଶ ，這表示圖 1 中的四邊形  𝐴𝐵𝐶𝐷 兩組

對邊的長度和不相等，因此它沒有內切圓 (可參考 [4])。又因為等腰梯形任一底上的鄰角相

等，且任一腰上的鄰角互補，故圖 1 中  𝐴𝐵𝐶𝐷 滿足  ∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐴𝐷𝐶 = ∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐵𝐶𝐷 = 180°, 
故 梯 形  𝐴𝐵𝐶𝐷 的 對 角 互 補 ， 因 此 有 外 接 圓 (可 參 考 [5])。 讀 者 若 有 興 趣 ， 不 妨 可 以 算 算 看 𝐴𝐵𝐶𝐷 的外接圓半徑。  

    回顧上述探討，我們之所以能得到許多與四邊形  𝐴𝐵𝐶𝐷 有關的資訊，這一切應歸功於

從解法 2 開始，我們將高中數學的向量及三角知識與國中數學的平面幾何知識適當地搭

配運用後所討論得到的結果。而在討論過程中，我們也更加認識四邊形  𝐴𝐵𝐶𝐷 所具備的幾

何特性。下一節內容，我們將換個方式探討，先探討原問題的各條件如何決定圖 1 中四邊

形  𝐴𝐵𝐶𝐷 的形狀，完成後會再次求出  tan ∠𝐵𝐴𝐷 值。  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

【待 續】 


