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科學研習月刊 [1]上，有一個名為「交換糖果」的題目：「有兩堆糖果放在左右兩盤，

左盤有四個，右盤有五個。每一次都從偶數堆的糖果拿一半放到奇數堆去，然後反覆動作。

經過三次動作後可以變成左邊五個，右邊四個，若一開始左盤 a 個，右盤 b 個，什麼樣的

(a, b)可以經由若干次操作後變成 (b, a)？」此一有趣的問題在第 55 屆 [2]及 61 屆 [3]全國中

小學科學展覽中均有相關的研究。本文藉由實例歸納，而後將問題轉換為同餘式求解。  

壹、初探與歸納 

為方便觀察，將左盤有 x 個，右盤有 y 個的情形記為
x
y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

或 ( x, y )。操作過程中，兩

盤糖果總數不變，再令 s x y= + ，顯然，x, y 為一奇數、一偶數且 s 為奇數。列出總數有

3~17 個的操作過程如下：  

s 操作過程 

3   

5   

7   

9   
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11   

13   

15   

17   

 

首先，不難得 ( , )x y 及 ( , )y x 的操作過程相似：  

 

另外，發現當 d 為奇數時， ( , )x y 與 ( , )dx dy 的操作過程亦相似，故後續僅討論 x, y

互質的情形。  
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再者，發現給定總和 s 且 gcd( , ) 1x y = ，任意 ( , )x y 皆經過相同次數操作後變成原來

的狀態 ( , )x y ，例如：對 1, 2,3, 4x = ， ( ,5 )x x− 皆經 4 次操作變回原來的狀態 ( ,5 )x x− ，

將此操作次數稱「循環長度」；另外， ( , )x y 皆經過相同次數操作後變成互換狀態 ( , )y x ，

例如：對 1, 2,3, 4x = ， ( ,5 )x x− 皆經 2 次操作變成互換狀態 (5 , )x x− ，將此操作次數稱

為「互換次數」，列表如下：  

s 3 5 7 9 11 13 15 17 

循環長度 2 4 3 6 10 12 4 8 

互換次數 1 2  3 5 6  4 

其中，假設 (x, y)的互換次數為 t，則 (x, y) 經 t 次操作為 (y, x)，再經 t 次操作為 (x, y)，

即 (x, y)的循環長度為 2t  (偶數 )。但循環長度為偶數時，有時無法互換，如上表 15s = 的

情形。  

貳、應用同餘式求解 

本節將驗證「給定總和 s 且 gcd( , ) 1x y = 時，任意 (x, y)循環長度均相等」，並探討其

互換次數。  

為了方便後續文章的說明，我們引用同餘的概念如下：對任兩個整數 m 與 n ，當它

們同除以正整數 s 有相同的餘數時，我們稱「 m 與 n 除以 s 同餘」，記作 ( mod )m n s≡
或 0 ( mod )m n s− ≡ ；亦即 m n− 除以 s 的餘數為 0 ；例如： 101 1 ( mod 10)≡ 。  

首先，相較於每次將偶數除以 2 的操作，注意到「逆向操

作」是將其中一項乘以 2，計算上相對簡單，例如：(3,14)逆向

操作 1 次為 (6,11)，其中的 6 為將 3 乘以 2 的結果；此外，逆向

操 作 的 循 環 長 度 及 互 換 次 數 跟 原 來 的 操 作 相 同 ， 如 右 圖 中 ，

(3,14)經操作 4 次或逆向操作 4 次皆得到互換的結果。綜上所

述，以下將用逆向操作來替代原來的操作方式。  

假 設
0

0

x
y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

經 n 次 逆 向 操 作 後 為
n

n

x
y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 以 下 求
n

n

x
y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 令 0 0s x y= + ， 若 原 始 操 作
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x x
y y

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎝ ⎠
，不妨設 x 為偶數，得到

2

2

xx

xy y

⎧ ′ =⎪⎪
⎨
⎪ ′ = +
⎪⎩

，即  

2

2 ( )
2

x x
xy y y x y x y

′=⎧
⎪
⎨ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − = − = − +⎪⎩

，  

故得
2  (mod )
2  (mod )

x x s
y y s

′≡⎧
⎨ ′≡⎩

。因此，
1

1

2  (mod )
2  (mod )

n n

n n

x x s
y y s

−

−

≡⎧
⎨ ≡⎩

，再藉由同餘式的運算性質進而

得
0

0

2  (mod )
2  (mod )

n
n

n
n

x x s
y y s

⎧ ≡ ×⎪
⎨

≡ ×⎪⎩
。例如： (3,14)經 3 次逆向操作為

3
3

3
3

2 3 (mod17)
2 14 (mod17)

x
y

⎧ ≡ ×⎪
⎨

≡ ×⎪⎩
，  

計算得 3 3( , ) (7,10)x y = 。  

結論 1：  

 若
0

0

x
y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

經  n 次逆向操作後為
n

n

x
y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

且 0 0s x y= + ，則
0

0

2  (mod )
2  (mod )

n
n

n
n

x x s
y y s

⎧ ≡ ×⎪
⎨

≡ ×⎪⎩
。  

接著，我們討論循環長度及互換次數，設循環長度為 t，即
0

0

t

t

x x
y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
，由結論 1 得

0 0

0 0

2  (mod )
2  (mod )

t

t

x x s
y y s

⎧ ≡ ×⎪
⎨

≡ ×⎪⎩
， 因 0 0gcd( , ) 1x y = 得 0 0gcd( , ) gcd( , ) 1x s y s= = ， 故

0 0

0 0

2  (mod )
2  (mod )

t

t

x x s
y y s

⎧ ≡ ×⎪
⎨

≡ ×⎪⎩
兩式皆可化簡為 2 1 (mod )t s≡ ，亦即循環長度 t 與 0 0,x y 無關，進而

得證「給定總和 s 且 gcd( , ) 1x y = ，任意 (x, y) 的循環長度均相等」。  
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設 互 換 次 數 為 k ， 即
0

0

k

k

x y
y x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
， 得

0 0

0 0

2  (mod )
2  (mod )

k

k

y x s
x y s

⎧ ≡ ×⎪
⎨

≡ ×⎪⎩
， 得

0 0

0 0

2  (mod )
2  (mod )

k

k

s x x s
s y y s

⎧ − ≡ ×⎪
⎨

− ≡ ×⎪⎩
，化簡得

0 0

0 0

2  (mod )
2  (mod )

k

k

x x s
y y s

⎧− ≡ ×⎪
⎨

− ≡ ×⎪⎩
，又因 0 0gcd( , ) gcd( , ) 1x s y s= = ，

可得 2 1 (mod )k s≡ − 。  

結論 2：  

 給定總和 s x y= + 且 gcd( , ) 1x y = ，若 ( , )x y 的循環長度為 t 、互換次數為 k ， 

  則 2 1 (mod )t s≡ 且 2 1 (mod )k s≡ − 。  

藉由尤拉定理：「若 gcd( , ) 1n a = ，則 ( ) 1 (mod )na nϕ ≡ ，其中 ( )nϕ 為尤拉函數」及同

餘式的性質可進一步得循環長度 t 為 ( )sϕ 的因數，記為 | ( )t sϕ ，因此，可快速得到循環長

度，又因循環長度必為互換次數的兩倍，故可進而得互換次數。例如： 17s = 時， (17) 16ϕ = ，

故循環長度為 16 的因數，將 t = 1、2、4、8、16 代入 2 1 (mod17)t ≡ ，得 8t = 、16 滿足

上式，故得循環長度為 8，接著，因 t = 4 滿足 2 1 (mod17)t ≡ − ，故得互換次數為 4。再

例如： 15s = 時，得
2 4(15) 15 8
3 5

ϕ = × × = ，同理得 t = 4 滿足 2 1 (mod15)t ≡ ，得循環長

度為 4，但此時 t = 2 不滿足 2 1 (mod15)t ≡ − ，故無法互換。  

再探討一些特例，當 2 1ks = − 時，解 2 1 (mod2 1)t k≡ − 得 t k= ，若循環長度 k 為奇

數，此時不存在互換次數；另外，當 2 1ks = + 時，解 2 1(mod2 1)t k≡ − + 得 t k= ，即互換

次數為 k、循環長度為 2k。  
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結論 3：  

  1. 當 s x y= + 且 gcd( , ) 1x y = 時，則 ( , )x y 循環長度 t 滿足 | ( )t sϕ 。  

  2. 當 2 1ks = − 且 gcd( , ) 1x y = 時， ( , )x y 無法互換。  

  3. 當 2 1ks = + 且 gcd( , ) 1x y = 時， ( , )x y 的互換次數為 k、循環長度為 2k。  

參、後記 

本文之交換糖果與陳奕均等人 [2]所討論的問題有異曲同工之妙，該問題為：「有左、

右兩堆小石子，移動這些小石子，每次都從數量較多的那堆拿出當下較少那堆之個數的小

石子，將其放到數量較少的那堆，反覆進行這種動作，直到兩堆的數量相等（稱為穩定狀

態）」。例如：(3, 5) →  (6, 2) → (4, 4)。陳奕均藉由觀察二進位的變化，得到「當 2nx y+ =

且 gcd( , ) 2kx y = 時，則 ( , )x y 經過 1n k− − 次移動形成穩定狀態」。  

本文最後提供另一種計算形成穩定狀態次數的方法。不妨設 x y< ，移動小石子的操

作方式可表示為 ( , ) (2 , )x y x y x→ − ，這樣的操作方式恰為本研究之逆向操作，故若 ( , )x y

形成穩定狀態的次數為 t，即

1

1

2
2

n
t

n
t

x
y

−

−

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
，則有

1

1

2 2  (mod 2 )
2 2  (mod 2 )

t n n

t n n

x
y

−

−

⎧ × ≡⎪
⎨

× ≡⎪⎩
。由 gcd( , ) 2kx y = ，

可設 2 , 2k kx p y q= × = ×  (其中 ,p q 為兩互質之奇數 )，代入解

1

1

2 2 2  (mod 2 )
2 2 2  (mod 2 )

t k n n

t k n n

p
q

−

−

⎧ × × ≡⎪
⎨

× × ≡⎪⎩

得

1

1

2 2 + 2
2 2 + 2

t k n n

t k n n

p
q

α
β

+ −

+ −

⎧ × = ×⎪
⎨

× = ×⎪⎩
， 即

1

1

2 2 (1+2 )
2 2 (1+2 )

t k n

t k n

p
q

α
β

+ −

+ −

⎧ × = ×⎪
⎨

× = ×⎪⎩
， 兩 式 皆 得 1t k n+ = − ， 即

1t n k= − − 。  
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