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從一道徵答題的解答出發看二階逆矩陣 

公式的另證 
連威翔  

 
 

壹、前言 

在數學傳播 44 卷 3 期《從幾何觀點推導二階逆矩陣公式》[1]一文中，作者利用二階

方陣對應的平面線性變換搭配幾何直觀推導出二階可逆方陣之逆矩陣公式 (簡稱二階逆矩

陣公式 )，文章內容相當引人入勝，使筆者留下深刻的印象。 

    經過了一段時間之後，筆者參加了[2]這道網路數學題的徵答，也從自己所寫的解答發

想出二階逆矩陣公式的另證。此另證與[1]文同樣採用幾何的觀點，可在一般情況下給出二

階矩陣可逆的判別條件並求出逆矩陣公式。 

    在底下第二節中，筆者將先介紹自己對[2]這道徵答題的解法。接著的第三節中，則將

介紹二階逆矩陣公式的推導過程供讀者參考。  

貳、一道徵答題的解答 

    在國立中山大學雙週一題徵答活動中，2021 年春季第八題如下：  

第八題：令  𝐴, 𝐵 分別為  3 × 2, 2 × 3 矩陣，若  𝐴𝐵 = ൭ 8 2 −22 5 4−2 4 5 ൱，證明  𝐵𝐴 = ቀ9 00 9ቁ。  

活動主辦單位在 [2]中對上述問題公布了一個簡潔的證明，該證明使用大學線性代數課程

中才會介紹的知識，這樣的證明對高中生來說，若沒有提前學習過大學的線性代數，應該

不容易理解。  

    筆者參加上述問題的徵答活動時，主要是使用較基本的矩陣相關知識搭配高中數學知

識來撰寫證明，相信此證明對高中生而言應較容易理解。筆者的證明如下：  

證明：依題意，我們令  𝐴, 𝐵 兩矩陣如下：  

𝐴 = ൭𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ൱ ,   𝐵 = ൬𝑏ଵଵ 𝑏ଵଶ 𝑏ଵଷ𝑏ଶଵ 𝑏ଶଶ 𝑏ଶଷ൰. 
此時觀察題目所給的矩陣  𝐴𝐵 之表達式可知其行向量均不為零且不互相平行，且其列

向量均不為零且不互相平行，利用此兩條件可證明  𝐴 的兩行向量均不為零且不互相平行，

且  𝐵 的兩列向量均不為零且不互相平行，此證明不難，此處就留給讀者練習。  
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    有了上述關於矩陣  𝐴 之行向量與矩陣  𝐵 之列向量的兩條件後，我們將  3 × 2 矩陣  𝐴 兩
個非零且不平行的行向量記為  𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ ，參考證明一開始我們對矩陣  𝐴 的假設，可令  𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ = ሺ𝑎ଵଵ, 𝑎ଶଵ, 𝑎ଷଵሻ, 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ = ሺ𝑎ଵଶ, 𝑎ଶଶ, 𝑎ଷଶሻ. 
在空間中畫出  𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑  兩向量，將兩者所夾之小於  180° 的角記為  𝜃，接著於  𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑  所決定的平

面上畫出分別與  𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑  垂直的兩向量  𝑤ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃑ ，其中  𝑣ଵሬሬሬሬ⃑  轉  90° 後與  𝑤ଵሬሬሬሬ⃑  同向的旋轉方向與  𝑣ଶሬሬሬሬ⃑  轉 90° 後與  𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃑  同向的旋轉方向相反，如下圖。  

 

 

圖 1 

 

其中左圖代表  గଶ ≤ 𝜃 ൏ 𝜋 的情況，而右圖代表  0 ൏ 𝜃 ൏ గଶ 的情況。注意無論是圖 1 中的哪種

情況，我們都事先約定好分別將  𝑤ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃑  的長度取為  

|𝑤ଵሬሬሬሬ⃑ | = 1|𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ | cos ቀ𝜃 − గଶቁ , |𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃑ | = 1|𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ | cos ቀ𝜃 − గଶቁ. 
因為  0 ൏ 𝜃 ൏ 𝜋，故  − గଶ ൏ 𝜃 − గଶ ൏ గଶ，因此上兩式中的  cos ቀ𝜃 − గଶቁ 為正數。在圖 1 中，因為 𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑  分別與  𝑤ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃑  垂直，故  𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃑  之夾角與  𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ , 𝑤ଵሬሬሬሬ⃑  之夾角相同，在圖 1 左邊的情形  𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃑  與 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ , 𝑤ଵሬሬሬሬ⃑  之夾角皆為  𝜃 − గଶ，右邊的情形則皆為  గଶ − 𝜃。無論是圖 1 的哪種情形，我們都有  𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑤ଵሬሬሬሬ⃑ = 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃑ = 0, 
而搭配上面我們事先約定並取好的  𝑤ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃑  之長度，可知  

𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃑ = |𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ ||𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃑ | cos ቂേ ቀ𝜃 − 𝜋2ቁቃ = |𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ | ∙ 1|𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ | cos ቀ𝜃 − గଶቁ ∙ cos ቀ𝜃 − 𝜋2ቁ = 1, 
𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑤ଵሬሬሬሬ⃑ = |𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ ||𝑤ଵሬሬሬሬ⃑ | cos ቂേ ቀ𝜃 − 𝜋2ቁቃ = |𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ | ∙ 1|𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ | cos ቀ𝜃 − గଶቁ ∙ cos ቀ𝜃 − 𝜋2ቁ = 1. 

此時，我們依序以  𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃑ , 𝑤ଵሬሬሬሬ⃑  從上到下作為兩列向量來產生  2 × 3 矩陣  𝐶，則矩陣  𝐶 與矩陣  𝐴 相
乘後將滿足  
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𝐶𝐴 = 𝐶 ൭𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ൱ = ൬𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ 𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑𝑤ଵሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ 𝑤ଵሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ ൰ = ቀ1 00 1ቁ = 𝐼ଶ,                                     ሺ1ሻ 

其中  𝐼ଶ 為二階單位矩陣。  

    另一方面，我們令矩陣  𝐵 的兩個非零且不平行之列向量為  𝑢ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑢ଶሬሬሬሬ⃑ ，參考一開始我們對 2 × 3 矩陣  𝐵 的假設，可令  𝑢ଵሬሬሬሬ⃑ = ሺ𝑏ଵଵ, 𝑏ଵଶ, 𝑏ଵଷሻ, 𝑢ଶሬሬሬሬ⃑ = ሺ𝑏ଶଵ, 𝑏ଶଶ, 𝑏ଶଷሻ. 
在空間中畫出  𝑢ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑢ଶሬሬሬሬ⃑  兩向量，假設兩者所夾之小於  180° 的角為  𝜙。接著仿照上方圖 1 的繪

製方式，於  𝑢ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑢ଶሬሬሬሬ⃑  所決定的平面上畫出分別與  𝑢ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑢ଶሬሬሬሬ⃑  垂直的兩向量  𝑑ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑑ଶሬሬሬሬ⃑ ，並仿照圖 1 底下

所做的討論，適當地給定  𝑑ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑑ଶሬሬሬሬ⃑  的長度後，同理可得  𝑢ଵሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑑ଵሬሬሬሬ⃑ = 𝑢ଶሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑑ଶሬሬሬሬ⃑ = 0, 𝑢ଵሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑑ଶሬሬሬሬ⃑ = 𝑢ଶሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑑ଵሬሬሬሬ⃑ = 1. 
此時，只要我們依序以  𝑑ଶሬሬሬሬ⃑ , 𝑑ଵሬሬሬሬ⃑  由左至右作為兩行向量來產生  3 × 2 矩陣  𝐷，則矩陣  𝐵 與矩陣 𝐷 相乘後將滿足  

𝐵𝐷 = ൬𝑏ଵଵ 𝑏ଵଶ 𝑏ଵଷ𝑏ଶଵ 𝑏ଶଶ 𝑏ଶଷ൰ 𝐷 = ቆ𝑢ଵሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑑ଶሬሬሬሬ⃑ 𝑢ଵሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑑ଵሬሬሬሬ⃑𝑢ଶሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑑ଶሬሬሬሬ⃑ 𝑢ଶሬሬሬሬ⃑ ∙ 𝑑ଵሬሬሬሬ⃑ ቇ = ቀ1 00 1ቁ = 𝐼ଶ.                               ሺ2ሻ 

    有了上述的  𝐶, 𝐷 兩矩陣後，我們回頭利用題目所給的矩陣  𝐴𝐵 之表達式，配合矩陣乘

法的結合律等性質，可推導得  

𝐴ሺ𝐵𝐴ሻ𝐵 = ሺ𝐴𝐵ሻሺ𝐴𝐵ሻ = ൭ 8 2 −22 5 4−2 4 5 ൱ ൭ 8 2 −22 5 4−2 4 5 ൱ = ൭ 72 18 −1818 45 36−18 36 45 ൱ 

         = 9 ൭ 8 2 −22 5 4−2 4 5 ൱ = 9𝐴𝐵 = 𝐴ሺ9𝐼ଶሻ𝐵. 
由上式知  𝐴ሺ𝐵𝐴ሻ𝐵 = 𝐴ሺ9𝐼ଶሻ𝐵，對此結果之等號兩側同時左乘𝐶再右乘  𝐷，可得  𝐶𝐴ሺ𝐵𝐴ሻ𝐵𝐷 = 𝐶𝐴ሺ9𝐼ଶሻ𝐵𝐷. 
此時將ሺ1ሻ, ሺ2ሻ兩式的結果代入上式後，可將上式可化簡為  

𝐵𝐴 = 9𝐼ଶ = ቀ9 00 9ቁ, 
因此原徵答題的結論成立，證明完畢。  

    不難發現，上述證 明的其中一 個關鍵在於 利用了「兩 個分別為  𝑚 × 𝑛, 𝑛 × 𝑝 階 的矩陣 𝐴, 𝐵 相乘後所得之  𝑚 × 𝑝 階矩陣  𝐴𝐵 的  ሺ𝑖, 𝑗ሻ 元，是矩陣  𝐴 的第  𝑖 個列向量與矩陣  𝐵 的第  𝑗 個
行向量 (兩個  𝑛 維向量 )之內積」這個知識，它完全來自矩陣乘法的定義。在下一節中，筆
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者將利用此知識來求得二階方陣可逆的充要條件，並推導出二階逆矩陣的公式。  

參、二階方陣可逆的充要條件與逆矩陣公式 

如同上述標題所示，本節內容將介紹一般二階方陣可逆的充要條件，並推導出二階逆

矩陣的公式。首先說明，因為[1]文中考慮的方陣其係數為實數，故底下我們也只考慮實係

數的二階方陣。假設有底下的二階方陣  𝐴：  

𝐴 = ቀ𝑎 𝑏𝑐 𝑑ቁ, 
其中  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 為實數。如果  𝐴 可逆，代表我們可找到一個二階方陣  𝐵 滿足  

𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = ቀ1 00 1ቁ = 𝐼ଶ. 
此時我們令  𝐵 = ቀ𝑥 𝑦𝑧 𝑢ቁ,                                                                              ሺ3ሻ 

則依照  𝐵𝐴 = 𝐼ଶ 的條件，我們可寫下  

𝐵𝐴 = ቀ𝑥 𝑦𝑧 𝑢ቁ ቀ𝑎 𝑏𝑐 𝑑ቁ = ቀ1 00 1ቁ. 
觀察上式，我們知道方陣  𝐵 的列向量  ሺ𝑥, 𝑦ሻ, ሺ𝑧, 𝑢ሻ 與方陣  𝐴 的行向量  ሺ𝑎, 𝑐ሻ, ሺ𝑏, 𝑑ሻ 滿足  ሺ𝑥, 𝑦ሻ ∙ ሺ𝑏, 𝑑ሻ = ሺ𝑧, 𝑢ሻ ∙ ሺ𝑎, 𝑐ሻ = 0,                                                           ሺ4ሻ ሺ𝑥, 𝑦ሻ ∙ ሺ𝑎, 𝑐ሻ = ሺ𝑧, 𝑢ሻ ∙ ሺ𝑏, 𝑑ሻ = 1 ≠ 0.                                                       ሺ5ሻ 

如果  ሺ𝑎, 𝑐ሻ, ሺ𝑏, 𝑑ሻ 兩者之中至少有一個是零向量，則  ሺ𝑥, 𝑦ሻ ∙ ሺ𝑎, 𝑐ሻ = 0 或  ሺ𝑧, 𝑢ሻ ∙ ሺ𝑏, 𝑑ሻ = 0，此

結果違反 ሺ5ሻ式 ，因此可知 方陣  𝐴 的兩行 向量  ሺ𝑎, 𝑐ሻ, ሺ𝑏, 𝑑ሻ 均不為 零向量。另 一方面，如 果 ሺ𝑥, 𝑦ሻ, ሺ𝑧, 𝑢ሻ 兩者之中至少有一個是零向量，則同樣將有ሺ𝑥, 𝑦ሻ ∙ ሺ𝑎, 𝑐ሻ = 0 或ሺ𝑧, 𝑢ሻ ∙ ሺ𝑏, 𝑑ሻ = 0，

此結果同樣違反ሺ5ሻ式，因此方陣  𝐵 的兩個列向量  ሺ𝑥, 𝑦ሻ, ሺ𝑧, 𝑢ሻ 均不為零向量。  

我們知道，二維向量  �⃑�, 𝑤ሬሬ⃑  的內積  �⃑� ∙ 𝑤ሬሬ⃑  定義為：  �⃑� ∙ 𝑤ሬሬ⃑ = |�⃑�||𝑤ሬሬ⃑ | cos 𝜃, 
其中  𝜃 為  �⃑�, 𝑤ሬሬ⃑  的夾角，注意我們總是可取  0° ≤ 𝜃 ≤ 180°。依據上述內積定義，可知兩非零

向量內積為零時兩向量垂直 (cos 𝜃 = 0 故  𝜃 = 90°)，而內積結果非零時兩向量不垂直 (cos 𝜃 ≠0 故  𝜃 ≠ 90°)。因此，由ሺ4ሻ, ሺ5ሻ兩式知  ሺ𝑥, 𝑦ሻ 垂直  ሺ𝑏, 𝑑ሻ 但不垂直  ሺ𝑎, 𝑐ሻ，且  ሺ𝑧, 𝑢ሻ 垂直  ሺ𝑎, 𝑐ሻ 但
不垂直  ሺ𝑏, 𝑑ሻ，從而  ሺ𝑎, 𝑐ሻ 與  ሺ𝑏, 𝑑ሻ 兩向量不平行，可參考下圖。  
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圖 2 

    由於  ሺ𝑎, 𝑐ሻ 與  ሺ𝑏, 𝑑ሻ 兩向量不平行，故不存在實數  𝑟 滿足  ሺ𝑎, 𝑐ሻ = 𝑟ሺ𝑏, 𝑑ሻ，亦即不存在實

數  𝑟 使得  ሺ𝑎 − 𝑟𝑏, 𝑐 − 𝑟𝑑ሻ = ሺ0, 0ሻ 或  ሺ𝑎 − 𝑟𝑏ሻଶ + ሺ𝑐 − 𝑟𝑑ሻଶ = 0，將後者的兩個完全平方式展開，

整理後可得  ሺ𝑏ଶ + 𝑑ଶሻ𝑟ଶ − 2ሺ𝑎𝑏 + 𝑐𝑑ሻ𝑟 + ሺ𝑎ଶ + 𝑐ଶሻ = 0,                                                ሺ6ሻ 

注意因  ሺ𝑏, 𝑑ሻ 不為零向量，故  𝑏ଶ + 𝑑ଶ  0，因此上式為  𝑟 的一元二次方程式。因為上述  𝑟 的
一元二次方程式無實數解，故其判別式小於零，即  4ሺ𝑎𝑏 + 𝑐𝑑ሻଶ − 4ሺ𝑏ଶ + 𝑑ଶሻሺ𝑎ଶ + 𝑐ଶሻ ൏ 0. 
經過整理，上式可化簡為ሺ𝑎𝑑 − 𝑏𝑐ሻଶ  0，而這就告訴我們  𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0.                                                                              ሺ7ሻ 

討論至此，我們就知道  𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0 是  𝐴 有反矩陣的必要條件。所以說，當  𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 0 時， 𝐴 的反矩陣不存在。  

若將方陣  𝐵 的列向量  ሺ𝑥, 𝑦ሻ, ሺ𝑧, 𝑢ሻ 分別記為  𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃑，並將方陣  𝐴 的行向量  ሺ𝑎, 𝑐ሻ, ሺ𝑏, 𝑑ሻ 分別

記為  𝑤ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃑ ，則由前面的討論結果可知  𝑤ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃑  不平行，且  𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ ⊥ 𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃑  與  𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ ⊥ 𝑤ଵሬሬሬሬ⃑  均成立、𝑣ଵሬሬሬሬ⃑ ⊥ 𝑤ଵሬሬሬሬ⃑  
與  𝑣ଶሬሬሬሬ⃑ ⊥ 𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃑  均不成立。令  𝑤ଵሬሬሬሬ⃑ , 𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃑  之夾角為  𝜃，則我們有如下的示意圖。  

 

 

圖 3 

其中左圖代表  0 ൏ 𝜃 ൏ గଶ 的情況，而右圖代表  గଶ ≤ 𝜃 ൏ 𝜋 的情況。讀者可能會發現上圖似乎

有些眼熟，這是因為圖 3 與圖 1 在圖形的部分是相同的，只在文字標示上有所不同。  

回顧ሺ4ሻ式，它告訴我們  
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ሺ𝑥, 𝑦ሻ ∙ ሺ𝑏, 𝑑ሻ = 𝑥𝑏 + 𝑦𝑑 = 0,                                                               ሺ8ሻ ሺ𝑧, 𝑢ሻ ∙ ሺ𝑎, 𝑐ሻ = 𝑧𝑎 + 𝑢𝑐 = 0.                                                               ሺ9ሻ 

因為向量  ሺ𝑏, 𝑑ሻ 非零，故  𝑏, 𝑑 兩數至少有一數非零。當  𝑏 ≠ 0 時，由ሺ8ሻ式可知  

𝑥 = − 𝑑𝑏 𝑦. 
令  𝑠 = − ௬，則  𝑦 = −𝑏𝑠，將  𝑦 = −𝑏𝑠 代入上式後可得  𝑥 = 𝑑𝑠，因此有  ሺ𝑥, 𝑦ሻ = ሺ𝑑𝑠, −𝑏𝑠ሻ.                                                                       ሺ10ሻ 

而當  𝑑 ≠ 0 時，利用ሺ8ሻ式寫下  𝑦 = − ௗ 𝑥 之後，令  𝑠 = ௫ௗ 得  𝑥 = 𝑑𝑠，將  𝑥 = 𝑑𝑠 代入  𝑦 = − ௗ 𝑥，

則同樣可得ሺ10ሻ式，因此恆存在實數  𝑠 使ሺ10ሻ式成立。另一方面，因為向量  ሺ𝑎, 𝑐ሻ 非零，故 𝑎, 𝑐 兩數至少有一數非零，由ሺ9ሻ式出發，仿照上述討論方式，同理可推得恆存在實數  𝑡 使
下式成立：  ሺ𝑧, 𝑢ሻ = ሺ𝑐𝑡, −𝑎𝑡ሻ.                                                                       ሺ11ሻ 

將ሺ10ሻ式中  𝑥, 𝑦 兩數與ሺ11ሻ式中  𝑧, 𝑢 兩數的表達式代入ሺ5ሻ式，分別可得  ሺ𝑥, 𝑦ሻ ∙ ሺ𝑎, 𝑐ሻ = ሺ𝑑𝑠, −𝑏𝑠ሻ ∙ ሺ𝑎, 𝑐ሻ = 𝑠ሺ𝑎𝑑 − 𝑏𝑐ሻ = 1, ሺ𝑧, 𝑢ሻ ∙ ሺ𝑏, 𝑑ሻ = ሺ𝑐𝑡, −𝑎𝑡ሻ ∙ ሺ𝑏, 𝑑ሻ = 𝑡ሺ𝑏𝑐 − 𝑎𝑑ሻ = 1. 
由ሺ7ሻ式知  𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0，因此由上兩式可知  

𝑠 = 1𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 , 𝑡 = −1𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 . 
    將ሺ10ሻ, ሺ11ሻ兩式中  𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢 四數的表達式代入ሺ3ሻ式，搭配上述  𝑠, 𝑡 之表達式可知  

𝐵 = ቀ𝑑𝑠 −𝑏𝑠𝑐𝑡 −𝑎𝑡ቁ = 1𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ቀ 𝑑 −𝑏−𝑐 𝑎 ቁ.                                                   ሺ12ሻ 

注意我們是利用  𝐵𝐴 = 𝐼ଶ 的條件求出上式中方陣  𝐵 的表達式，因此上式中的方陣  𝐵 當然滿

足  𝐵𝐴 = 𝐼ଶ (讀者可驗證看看 )。但另一方面，計算  𝐴𝐵 之後也可確定有  

𝐴𝐵 = 1𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ቀ𝑎 𝑏𝑐 𝑑ቁ ቀ 𝑑 −𝑏−𝑐 𝑎 ቁ = 𝐼ଶ. 
至此，我們就確定ሺ12ሻ式中的方陣  𝐵 為  𝐴 的反矩陣，此外也得到了一般情況下  ቀ𝑎 𝑏𝑐 𝑑ቁ 的二

階逆矩陣公式，即ሺ12ሻ式。  
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    在  𝐴 = ቀ𝑎 𝑏𝑐 𝑑ቁ 的假設下，回顧在ሺ7ሻ式下方的那段敘述可知  𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0 是  𝐴 有反矩陣

的必要條件。不過另一方面，若  𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0，則其倒數  ଵௗି 與ሺ12ሻ式中的方陣  𝐵 皆存在，

此時只要計算  𝐴𝐵 與  𝐵𝐴 即可確定  𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼ଶ，故  𝐵 為  𝐴 的反矩陣，因此  𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0 也是

方陣  𝐴 有反矩陣的充分條件。所以說，𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0 是  ቀ𝑎 𝑏𝑐 𝑑ቁ 有反矩陣的充要條件。  

肆、結語 

本文完成於 2021 年 9 月，能夠完成本文，筆者要感謝雙週一題的主辦單位提供了 [2]

這道有趣問題，也要感謝 [1]文作者所提出的精采作品，兩者都相當程度地激起了筆者想

要撰寫本文的動機。  

    值得一提的是，雖然本文第三節推導二階逆矩陣公式的過程基本上是採用幾何的觀點，

但是其實也搭配了代數的工具，例如在推導 ሺ7ሻ式的過程就使用了代數學中實係數一元二

次方程式無實根的充要條件，讀者不妨多留意。 
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