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中學生通訊解題第 160-161 期題目參考解答及評註 

臺北市立建國高級中學  數學科 

 

設正整數 n 被 3、4、5、6、7、8 除的餘數中有 4 個 1、2 個 2，求滿足條件的 n 之最小值。  

【簡答】  457 

【詳解】   

若 n 被 6 除餘數為 2，則 n 是偶數且 n 被 3 除餘數為 2，  

得 n 被 4 除餘數為 1，與 n 是偶數矛盾。  

所以 n 被 6 除餘數為 1，則 n 是奇數且 n 被 3 除餘數為 1，  

得 n 被 4 除餘數為 1，得 n 被 8 除餘數為 1，  

得 n 被 5 除餘數為 2，得 n 被 7 除餘數為 5，  

因為 n 被 3、4、6、8 除的餘數均為 1，  

所以 [3, 4,6,8] 1 24 1n k k= + = + ，其中 k 是整數。  

因為 n 被 5 除餘數為 2，  

令 5 ,5 1,5 2,5 3,5 4k h h h h h= + + + + 代入 24 1n k= + 討論，  

得 5 4k h= + ，所以 120 97n h= + ，其中 h 是整數。  

又因為 n 被 7 除餘數為 2，令 7 ,7 1, ,7 6h m m m= + + 代入 120 97n h= + 討論，得

7 3h m= + ，所以 840 457n m= + ，其中 m 是整數。  

所以 n 的最小值為 457。 

 

 

已知某數列 na< >中的 1 1a = ， 108 108a = ，且當 3n ≥ 時， na 為前 1n − 項之算術平均

數，求 2a 之值。  

 

問題編號  

16001 

問題編號  
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【簡答】  215 

【詳解】   
當 3n ≥ 時，  
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則 3 4 108 108a a a= = ⋅⋅⋅ = =  

又 1 2
3 2

a aa +=  

2 3 12 2 108 1 215a a a∴ = − = ⋅ − =  

 

 

如圖所示，點 A 介於點 B 與點 D 之間，且 CE與 BD 垂直於點 E，設 1AC = 、

AD x= 、 AE y= ， BAC∠ 是銳角且 3BAC BDC∠ = ∠ ，試證明： 3 3 2 0x x y− − = 。  

 

 

 

問題編號  
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【證明】  

 

設 BDC θ∠ = ，則 3BAC θ∠ = ，  

在 CD 上作點 G 使得 1AG AC= = ，  

又設點 G 至 AD 的垂足為 M、點 A 至 CD 的垂足為 N 

因為 3BAC BDC∠ = ∠ ，所以在 ADCΔ 中可得 2ACD BAC BDC θ∠ = ∠ − ∠ =  

設 GC z= ，因為 AG AC= ，所以 ACGΔ 是等腰三角形，  

得
2
zCN GN= = 和 2AGC ACG ACD θ∠ = ∠ = ∠ = ，  

在 GADΔ 中因為 2DAG AGC ADG ADGθ θ θ∠ = ∠ −∠ = − = = ∠ ，  

所以 GADΔ 是等腰三角形， AG DG= 、 1DG AC= = 、 AM DM= ，  

因為 DGMΔ 、 DCEΔ 、 DANΔ 都是直角三角形，  

且三個三角形都有一個角度等於 BDC∠ ，  

所以此三個三角形皆相似，因此
DE DM DN
DC DG DA

= = ，  

因 為
2 2

AD xDM = = 、 1DG AG AC= = = 、 DE AD AE x y= + = + 、

1DC DG GC z= + = + 、 1
2
zDN DG GN= + = + ，  

所以綜合以上可得
1

2
1 2

z
x y x

z x

++ = =
+

，  

交叉相乘整理消去 z 後可得 3 3 2 0x x y− − = 。  
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求最大正整數 n，滿足將正整數 1 到 400 任意填入 2020× 的 400 個方格中，則總有一行

或一列的其中兩數之差不小於 n。  

【簡答】  209 

【詳解】   

法 1：  

以下的表格中，每列之差不大於 209，每行之差不大於 190，因此 209≤n 。  

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 00 91 92 93 94 95 96 97 98 99 00 

問題編號  
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01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 

91 92 93 94 95 96 97 98 99 00 91 92 93 94 95 96 97 98 99 00 

法 2：  

設 M＝{1,2,3,...,91}，N＝{300,301,302,...,400}，  

欲證：在任意 2020× 方格中，必有一行或一列有集合 M , N 中各一個數。  

證明如下：  

將 1 到 400 任意填入 2020× 的 400 個方格中，  

設表格中共有 i 行 j 列有 M 中的數，共有 k 行 m 列有 N 中的數，  

則 i＋ j 9122 ≥≥ ij ，因此 i＋ j 20≥ ，  

同理，k＋m km2≥ 1012≥ ，因此 k＋m 21≥ ，所以， i＋ j＋k＋m 41≥ ，  
由抽屜原理，必有一行或一列有集合 M , N 中各一個數。  

因此最大正整數 n＝209。  
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求滿足
2 23 2 27 4 12p p m m+ + = + 的所有質數 p 和正整數 m 。  

【簡答】  5p = , 4m =  

 

【詳解】   

由題設可得 (3 2) (2 3)(2 9)p p m m+ = − + ，所以 | (2 3)(2 9)p m m− + 。  

由於 p 是質數，故 | 2 3p m − 或 | 2 9p m + 。  

(1) 若 | 2 3p m − ，令 2 3m kp− = ，其中 k 是整數。於是 2 9m kp+ > ，  
2 2 2 2 2 24 3 3 2 (2 3)(2 9)p p p p p m m k p= + ≥ + = − + > ，  

得
2 4k < ，從而 1k = 或 1k = − 。 

(i) 當 1k = ：
2 3
2 9 3 2

m p
m p

− =⎧
⎨ + = +⎩

解得
5
4

p
m

=⎧
⎨ =⎩

。 

(ii) 當 1k = − ：
2 3
2 9 (3 2)

m p
m p

− = −⎧
⎨ + = − +⎩

解得
7

5
p
m

= −⎧
⎨ =⎩

，不合。 

(2) 若 | 2 9p m + ，令 2 9m kp+ = ，其中 k 是正整數。 

(i) 當 11p > 時，有 2 3 12 ( 1)m kp kp p k p− = − > − = − ， 

2 2 2 2 24 3 3 2 (2 3)(2 9) ( 1)p p p p p m m k k p= + ≥ + = − + > − ， 

得 ( 1) 4k k − < ，從而 1k = 或 2k = 。 

(a) 當 1k = ：
2 3 3 2
2 9

m p
m p

− = +⎧
⎨ + =⎩

，這不可能。 

(b) 當 2k = ：

3 22 3
2

2 9 2

pm

m p

+⎧ − =⎪
⎨
⎪ + =⎩

解得

26
43
2

p

m

=⎧
⎪
⎨ =⎪⎩

，不合。 

(ii) 當 2p = 、3、7、11 時，都不合。 

  綜合上述(1)、(2)，可得
5
4

p
m

=⎧
⎨ =⎩

。 
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已知 ,a b 為互質的兩正整數且 a b< ，若 4692a b+ = ，則這樣的有序數對 ( , )a b 共有幾組？  

【簡答】  704 

【詳解】   

由題意知 ( , ) 1a b = ，則 ( , ) 1a a b+ = ，即 a 與 4692 互質。  

因 24692 2 3 17 23= × × × ，  

故小於等於 4692 且和 4692 互質的數共有
1 2 16 224692 1408
2 3 17 23

× × × × = 個。  

又 a b< ，知所求為
11408 704
2

× = 。  

 

數 列 na 定 義 為 ： 1 1
1 2 3,
2 2n n

na a a
n −
−= = ， 2,3,n =  。 證 明 ： 對 任 意 正 整 數 n ， 均 有

1 2 1na a a+ + + < 。  

【證明】   

由題設可知對任意正整數 n ，均有 0na > ，且  

1(2 3) (2 1)k k ka k a k a−= − − − ， 2,3,k =   

所以有  

1 1
1 2

((2 3) (2 1) )
n n

k k k
k k

a a k a k a−
= =

= + − − −∑ ∑  

     1 1 (2 1) na a n a= + − −  

     1 (2 1) nn a= − −  

     1<  

問題編號  
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在拋物線
2xy = 的圖形上，任取兩格子點 ),( 000 yxP 、 ),( 111 yxP ，其中 30 >y 且 31 >y 。

試證明：若線段 10 PP 與 y 軸有交點 Q ，則 Q 點 y 坐標的值必不為質數。  

【證明】   

若線段 10 PP 與 y 軸有交點，則 10 , xx 為一正一負，  

不失一般性假設 0,0 10 >< xx 。  

過 ),( 000 yxP 、 ),( 111 yxP 的直線方程式為 )( 0
01

01
0 xx

xx
yyyy −

−
−=− ，  

將 0=x 及
2

00 xy = 、
2

11 xy = 代入，  

以得 Q 點 y 坐標為 10
2

0001
2

00
01

2
0

2
1 ))(()( xxxxxxxx

xx
xxy −=+−+=+−

−
−= 。  

又 0y 為大於 3 的整數，所以 40 ≥y , 20 −≤x ，同理 21 ≥x 。  

因為 10xxy −= 且 20 −≤x , 21 ≥x ，表示 y 不是質數，原命題得證。 

 

 

一幾何圖形是由 20 個正方形所構成，如下圖，定義中間最長的兩行為第一行及第二行、

中間最長的兩列為第一列及第二列。將 20 個正方形的其中 11 個塗成黑色，且第一行、第

二行、第一列、第二列被塗黑的正方形數量皆為偶數個，請問有幾種不同的塗色方式？（若

兩個塗色方法經旋轉後變成一樣的，則視為同一種塗色方式）  

 

問題編號  

16103 

問題編號  
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例如： 

       

上左圖是合法的塗色方式，總共塗了 11 個，且第一行塗了 6 個、第二行塗了 2

個、第一列塗了 4 個、第二列塗了 2 個，皆塗了偶數個。 

上右圖是不合法的塗色方式，總共塗了 11 個，但第二列塗了 5 個，不是偶數個。 

 

     

←  第一列  

←  第二列  

↑ 

第
二
行 

↑ 

第
一
行 
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而上面兩個圖形是同一種塗色方式，因為左圖經順時針旋轉 90° 後會與右圖完全相

同。 

【簡答】  2608 

【詳解】  

因為旋轉後若完全一樣則視為同一種塗色方式，所以先固定中央四個方格的塗色方式，再

討論其他方格。  

方案一：  

 

如此一來，第一行和第一列各要再塗奇數個，第二行和第二列各要再塗偶數

個，加起來總共要再塗 10 個，是可行的。  
 
方案二：  

 

如此一來，第一行和第二行各要再塗偶數個，第一列和第二列各要再塗奇數個，

加起來總共要再塗 9 個，是不可行的。  
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方案三：  

 

如此一來，第一行、第二行、第一列和第二列都要再塗奇數個，加起來總共要再

塗 9 個，是不可行的。  
 
方案四：  

 

如此一來，第一行和第二列要再塗偶數個、第二行和第一列都要再塗奇數個，

加起來總共要再塗 8 個，是可行的。  

 
方案五：  
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如此一來，第一行、第二行、第一列和第二列都要再塗偶數個，加起來總共要再

塗 7 個，是不可行的。  
 

綜合以上，只有方案一和四是可行的，另外拿出來討論。  

設 ),,,( dcba 表示扣掉中間四格後，第一行再塗了 a 格、第二行再塗了 b 格、第一列再塗了

c 格、第二列再塗了 d 格。而 4 格裡選 0 格來塗有 1 種方法、4 格裡選 1 格來塗有 4 種方

法、4 格裡選 2 格來塗有 6 種方法、4 格裡選 3 格來塗有 4 種方法、4 格裡選 4 格來塗有

1 種方法。以下列出所有可能的情形和方法數：  

方案一：  

),,,( dcba  方法數  ),,,( dcba  方法數  

)4,3,2,(1  961464 =×××  )4,1,2,(3  961464 =×××  

)4,1,4,(1  161414 =×××  )2,3,2,(3  5766464 =×××  

)2,3,4,(1  966414 =×××  )2,1,4,(3  966414 =×××  

)4,3,0,(3  161414 =×××  )0,3,4,(3  161414 =×××  

以上共 1008 種。  

方案四：  

),,,( dcba  方法數  ),,,( dcba  方法數  

)4,3,1,(0  611441 =×××  )2,1,3,(2  6576446 =×××  

)4,1,3,(0  161441 =×××  )0,3,3,(2  961446 =×××  

)2,3,3,(0  966441 =×××  )2,1,1,(4  696441 =×××  

)4,1,1,(2  691446 =×××  )0,3,1,(4  611441 =×××  

)2,3,1,(2  5766446 =×××  )0,1,3,(4  611441 =×××  

以上共 1600 種。  

方案一和方案四合計 260816001008 =+ 種。  
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已知甲的速度比乙快，兩人同時從圓形跑道上同一點出發，沿順時針方向跑步。過一段時

間，甲第一次從背後追上乙，此時甲立即背轉身子，以原來的速度沿逆時針方向跑去。當

兩人兩次相遇時，乙恰好跑了 3 圈，若甲的速度為每分鐘 120 公尺，試求乙的速度每分鐘

為多少公尺？  

【簡答】  40 40 10+  

【詳解】   

設乙的速度 v ，則甲的速度為 kv  

甲第一次追上乙的時間為 1t ，再次相遇的時間為 2t  

若圓形跑道周長為 l  

則  
1 1

2 2

1 2

(1)
(2)

( ) 3 (3)

kv t v t l
kv t v t l

v t t l

× − × =⎧
⎪ × + × =⎨
⎪ × + =⎩







 

由 (1)得 1 1
lvt

k
=

−
，由 (2)得 2 1

lvt
k

=
+

，  

代入 (3)得 3
1 1

l l l
k k

+ =
− +

23 2 3 0k k⇒ − − =  

∴
1 10

3
k ±= （負不合）  

所以乙每分鐘跑
1 10120 40 40 10

3
+× = + 公尺  

問題編號  

16105 


