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韋達公式在解題上的應用

柯宏源

國立彰化高級中學

壹、前言

根，由代數基本定理可以知道一個複係數𝑛次多項式方程式會有𝑛個複數根，而在一些

競賽中常常遇到一些與根相關的特殊求值問題，當遇到此類題型時，首先考慮的工具往往

是韋達定理 (根與係數 )，透過韋達定理可以列出許多代數恆等式，像是在參考資料 1 中便

有提及。然而有些題型無法輕易拆解成韋達定理的公式型式，例如根的高冪次和，甚至有

些題型需引入虛數 𝑖與𝜔解題，此篇文章收錄了與根相關的競賽題型以及韋達定理的延伸應

用，以下將從韋達定理的基本應用談起。

貳、從問題 1 的解答談起

一、韋達定理的基本應用

考慮一多項式𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0，首項係數𝑎𝑛 ≠ 0，令𝑛個根分

別為𝑥1、𝑥2、 …、𝑥𝑛，則根與係數滿足關係式:

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ 𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛 = −

𝑎𝑛−1
𝑎𝑛

(𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 +⋯+ 𝑥1𝑥𝑛) + (𝑥2𝑥3 + 𝑥2𝑥4 +⋯+ 𝑥2𝑥𝑛) +⋯+𝑥𝑛−1𝑥𝑛 =
𝑎𝑛−2
𝑎𝑛…

𝑥1𝑥2 … 𝑥𝑛 = (−1)𝑛
𝑎0
𝑎𝑛

也就是任取𝑘個根相乘的和會等於 (−1)𝑘
𝑎𝑛−𝑘
𝑎𝑛

。此根與係數的關係即為

「韋達定理」 (Vieta′s formula)。

以下將透過乘法公式將一些特殊齊次輪換式拆解成滿足韋達定理的公式型式，再

透過韋達定理求解。
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1.𝒏次多項式𝒇(𝒙) = 𝒂𝒏𝒙
𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏𝒙

𝒏−𝟏 +⋯+ 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟎求根的平方、倒數和

a.利用韋達定理求根的平方和

𝑥1
2 + 𝑥2

2 +⋯+ 𝑥𝑛
2 = (𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛)2 − 2(𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 +⋯+ 𝑥𝑛−1𝑥𝑛)

= (−
𝑎𝑛−1
𝑎𝑛

)
2

− 2
𝑎𝑛−2
𝑎𝑛

b.利用韋達定理求根的倒數和

1

𝑥1
+

1

𝑥2
+⋯+

1

𝑥𝑛
=
𝑥2𝑥3 … 𝑥𝑛 + 𝑥1𝑥3 … 𝑥𝑛 +⋯+ 𝑥1𝑥2 … 𝑥𝑛−1

𝑥1𝑥2 … 𝑥𝑛

再利用前面的韋達定理，即可求得根的倒數和:

1

𝑥1
+

1

𝑥2
+⋯+

1

𝑥𝑛
=

(−1)𝑛−1
𝑎1

𝑎𝑛

(−1)𝑛
𝑎0

𝑎𝑛

= −
𝑎1
𝑎0

2.三次多項式𝒇(𝒙) = 𝒂𝟑𝒙
𝟑 + 𝒂𝟐𝒙

𝟐 + 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟎求根的倒數平方、立方和

a.利用韋達定理求根的倒數平方和

1

𝑥1
2

+
1

𝑥2
2

+
1

𝑥3
2

=
𝑥2

2𝑥3
2 + 𝑥1

2𝑥3
2 + 𝑥1

2𝑥2
2

(𝑥1𝑥2𝑥3)2

=
(𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥1𝑥2)2 − 2𝑥1𝑥2𝑥3(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3)

(𝑥1𝑥2𝑥3)2

同樣地由韋達定理即可求得三次多項式三根的倒數平方和。

b.利用韋達定理求根的立方和

3 3 3 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 2 33 [ + ( )]( )x x x x x x x x x x x x x x x x x x+ + − = + − + + + +

由韋達定理及根的平方和，即可求得三次多項式三根的立方和。
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二、根的冪次和

(一) 根的正整數次方和

1.利用多項式性質

定義數列𝑆𝑘 = ∑𝑥𝑖
𝑘

𝑛

𝑖=1

，即𝑆𝑘為根的𝑘次方和。由於𝑥1、𝑥2、 …、𝑥𝑛為

𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 0 的根，因此有 :

⎩
⎨

⎧
𝑎𝑛𝑥1

𝑘+𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥1
𝑘+𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑥1

𝑘+1 + 𝑎0𝑥1
𝑘 = 0

𝑎𝑛𝑥2
𝑘+𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥2

𝑘+𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑥2
𝑘+1 + 𝑎0𝑥2

𝑘 = 0
…

𝑎𝑛𝑥𝑛
𝑘+𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛

𝑘+𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑥𝑛
𝑘+1 + 𝑎0𝑥𝑛

𝑘 = 0

將其加總，可得:

𝑎𝑛∑𝑥𝑖
𝑘+𝑛

𝑛

𝑖=1

+ 𝑎𝑛−1∑𝑥𝑖
𝑘+𝑛−1

𝑛

𝑖=1

+⋯+ 𝑎1∑𝑥𝑖
𝑘+1

𝑛

𝑖=1

+ 𝑎0∑𝑥𝑖
𝑘

𝑛

𝑖=1

= 0

即:

𝑎𝑛𝑆𝑘+𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑆𝑘+𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑆𝑘+1 + 𝑎0𝑆𝑘 = 0

由此得知𝑆𝑘為一個𝑛階遞迴數列。僅需求得𝑆1~𝑆𝑛就可透過此遞迴關係式推得後面的𝑆𝑘，

甚至可以透過遞迴關係式求得一般式。

以三次多項式𝑓(𝑥) = 𝑎3𝑥
3 + 𝑎2𝑥

2 + 𝑎1𝑥 + 𝑎0為例，利用前面「韋達定理的基本應用」提

到的方式得 𝑆1~𝑆3後，利用 𝑎3𝑆𝑘+3 + 𝑎2𝑆𝑘+2 + 𝑎1𝑆𝑘+1 + 𝑎0𝑆𝑘 = 0即可列出遞迴關係式 𝑆𝑘+3 =

−1

𝑎3
(𝑎2𝑆𝑘+2 + 𝑎1𝑆𝑘+1 + 𝑎0𝑆𝑘)，進而推得每一項𝑆𝑘。

不過此方法的缺點是要先求得𝑆1~𝑆𝑛，因此常用於低次多項式，例如二次或三次多項

式，倘若遇到高次多項式欲求𝑆1~𝑆𝑛便會很難處理，因此高次多項式幾乎都採用以下第二

點的多項式除法。
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2.利用多項式除法(此處證明手法參自參考資料 3)

將𝑛次多項式𝑓(𝑥)寫成𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2) … (𝑥 − 𝑥𝑛)，則𝑓(𝑥)的導函數

𝑓′(𝑥) = 𝑓(𝑥) (
1

𝑥 − 𝑥1
+

1

𝑥 − 𝑥2
+⋯+

1

𝑥 − 𝑥𝑛
)⟹

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
= ∑

1

𝑥 − 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

，

將
1

𝑥−𝑥𝑖
利用等比級數展開:

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
= ∑

1

𝑥 − 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

=
1

𝑥
∑

1

1 −
𝑥𝑖

𝑥

𝑛

𝑖=1

=
1

𝑥
∑∑(

𝑥𝑖
𝑥

)𝑘
∞

𝑘=0

𝑛

𝑖=1

= ∑∑
𝑥𝑖
𝑘

𝑥𝑘+1

𝑛

𝑖=1

∞

𝑘=0

= ∑
𝑆𝑘
𝑥𝑘+1

∞

𝑘=0

因此可利用長除法將𝑓′(𝑥)除以𝑓(𝑥)，其商式的係數就會依序是𝑆0、𝑆1、𝑆2 …，若要再更

進一步，也可使用參考資料 3 提到的「廣義綜合除法」，本文在此便不多作補充。

例題一:

方程式𝑥5 − 𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0共有 5 個複數根，這些根的五次方總和

為何? (108 北二區學科能力競賽)

解:

設 𝑓(𝑥) = 𝑥5 − 𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1，則 𝑓′(𝑥) = 5𝑥4 − 3𝑥2 − 2𝑥 − 1。利用長除法將 𝑓′(𝑥)除以

𝑓(𝑥)，得到:

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
=

5

𝑥
+

0

𝑥2
+

2

𝑥3
+

3

𝑥4
+

6

𝑥5
+

10

𝑥6
+⋯

故 𝑆0 = 5, 𝑆1 = 0, 𝑆2 = 2, 𝑆3 = 3, 𝑆4 = 6, 𝑆5 = 10(此處需注意第一項為𝑆0)。

答:10

以下的例子中，符號 ⌊𝑥⌋表示不大於𝑥的最大整數， ⌈𝑥⌉表示不小於𝑥的最小

整數，而 ∏𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

= 𝑥1 × 𝑥2 × … × 𝑥𝑛表示連乘積。
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例題二:

已知方程式𝑥𝑛 − 𝑎1𝑥
𝑛−1 + 𝑎2𝑥

𝑛−2 −⋯+ (−1)𝑛−1𝑎𝑛 = 0的𝑛個根為𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛，試證:

(1)
2

2 1
1 1 1

1
( (1 ) (1 ))

2

n

n n

k k k
k k k

a x x

 
 
 

−
= = =

= + − −∑ ∏ ∏ (2)
2

2
1 1 1

1
1 ( (1 ) (1 ))

2

n

n n

k k k
k k k

a x x

 
 
 

= = =

= − + + + −∑ ∏ ∏

(2023 TRML 高中數學競賽團體試題改編 )

解:

將
1

(1 )
n

k
k

x
=

+∏ 展開發現 :
11

(1 ) 1
n n

k k
kk

x a
==

+ = +∑∏ ；同理，
1

11

(1 ) 1 ( 1)
n n

k
k k

kk

x a−

==

− = − −∑∏ 。

以上兩式相減得 :

2
1

1 3 5 2 1
1 1 11 1

(1 ) (1 ) ( 1) 2( ...) 2

n

n n n n
k

k k k k k
k k kk k

x x a a a a a a

 
 
 

−
−

= = == =

+ − − = + − = + + + =∑ ∑ ∑∏ ∏
。

同樣的，兩式相加得:

2
1

2 4 6 2
1 1 11 1

(1 )+ (1 ) 2 ( 1) 2 2( ...) 2 2

n

n n n n
k

k k k k k
k k kk k

x x a a a a a a

 
 
 

−

= = == =

+ − = + − − = + + + + = +∑ ∑ ∑∏ ∏

因此，

2

2 1
1 1 1

1
= ( (1 ) (1 ))

2

n

n n

k k k
k k k

a x x

 
 
 

−
= = =

+ − −∑ ∏ ∏ ，且

2

2
1 1 1

1
= 1+ ( (1 ) (1 ))

2

n

n n

k k k
k k k

a x x

 
 
 

= = =

− + + −∑ ∏ ∏ 。

以上，透過方法 1 與方法 2，基本上解決了根的正整數次方和的問題，但若冪次是負

整數呢?

(二)根的負整數次方和

首先需要建構以
1

𝑥1
、

1

𝑥2
、 …、

1

𝑥𝑛
為根的多項式，令𝑦 =

1

𝑥
，並將原方程式的𝑥以𝑦代換掉

(𝑦 =
1

𝑥
⟹ 𝑥 =

1

𝑦
)後，新方程式的根即為

1

𝑥1
、

1

𝑥2
、 …、

1

𝑥𝑛
。

故新多項式𝑎𝑛 (
1

𝑦
)
𝑛

+ 𝑎𝑛−1 (
1

𝑦
)
𝑛−1

+⋯+ 𝑎1 (
1

𝑦
) + 𝑎0 = 0，即多項式方程式𝑎0𝑦

𝑛 + 𝑎1𝑦
𝑛−1 +
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⋯+ 𝑎𝑛−1𝑦 + 𝑎𝑛 = 0的𝑛個根為
1

𝑥1
、

1

𝑥2
、 …、

1

𝑥𝑛
。

欲求得 𝑥1、𝑥2、 …、𝑥𝑛的負整數冪次和，等同於求𝑛次多項式方程式𝑎0𝑦
𝑛 + 𝑎1𝑦

𝑛−1 +

⋯+ 𝑎𝑛−1𝑦 + 𝑎𝑛 = 0的𝑛個根
1

𝑥1
、

1

𝑥2
、 …、

1

𝑥𝑛
的正整數冪次和，此處藉由前面的兩種方法便

能得到結果。

三、𝒊與 𝝎的巧用

運用以上的方法可以解決根的冪次和問題以及部分題型，然而還有一些題型無法輕易

拆解成韋達定理的公式型式或者冪次和型式，此時就可引入複數 𝑖及𝜔來解決問題。

1. 𝒊的巧用

𝑖與−𝑖為多項式𝑥2 + 1 = 0之根，有效運用 𝑖可以解決一些求和的問題。

例題三:

設𝑃(𝑥) = 𝑥5 − 𝑥2 + 1 = 0的五個根為𝛼1、𝛼2、 …、𝛼5，𝑄(𝑥) = 𝑥2 + 1，則𝑄(𝛼1) ∙ 𝑄(𝛼2) ∙

𝑄(𝛼3) ∙ 𝑄(𝛼4) ∙ 𝑄(𝛼5) =?

解:

由𝑥2 + 1 = (𝑥 + 𝑖)(𝑥 − 𝑖) = (−𝑖 − 𝑥)(𝑖 − 𝑥)，得到

𝑄(𝛼1) ∙ 𝑄(𝛼2) ∙ 𝑄(𝛼3) ∙ 𝑄(𝛼4) ∙ 𝑄(𝛼5)

= [(−𝑖 − 𝛼1)(−𝑖 − 𝛼2) … (−𝑖 − 𝛼5)][(𝑖 − 𝛼1)(𝑖 − 𝛼2) … (𝑖 − 𝛼5)]

又因𝑃(𝑥) = 𝑥5 − 𝑥2 + 1 = (𝑥 − 𝛼1)(𝑥 − 𝛼2) … (𝑥 − 𝛼5)，故

𝑄(𝛼1) ∙ 𝑄(𝛼2) ∙ 𝑄(𝛼3) ∙ 𝑄(𝛼4) ∙ 𝑄(𝛼5) = 𝑃(𝑖) ∙ 𝑃(−𝑖) = (𝑖 + 2)(−𝑖 + 2) = 5。

答:5

2.𝝎的巧用

𝜔＝
−1+√3𝑖

2
與𝜔2為𝑥3 = 1的其中兩根，有效運用𝜔(例如: 𝜔2 + 𝜔 = −1、𝜔3 = 1等)可以解

決一些求和的問題。

例題四:
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令𝑥1、𝑥2、 …、𝑥18為方程式𝑥18 + 4𝑥11 + 1 = 0的 18 個根，求(𝑥1
4 + 𝑥1

2 + 1)(𝑥2
4 + 𝑥2

2 +

1) … (𝑥18
4 + 𝑥18

2 + 1)的值為何?

(108 中投區學科能力競賽)

解:

令 8 11( ) 4 1f x x x= + + 。利用

𝑥4 + 𝑥2 + 1 = (𝑥2 + 𝑥 + 1)(𝑥2 − 𝑥 + 1) = (𝑥 − 𝜔)(𝑥 − 𝜔2)(𝑥 + 𝜔)(𝑥 + 𝜔2)，

得到所求 = ∏(𝑥𝑖 − 𝜔)(𝑥𝑖 −𝜔2)(𝑥𝑖 + 𝜔)(𝑥𝑖 + 𝜔2)

18

𝑖=1

= ∏(𝜔 − 𝑥𝑖)(𝜔2 − 𝑥𝑖)(−𝜔 − 𝑥𝑖)(−𝜔
2 − 𝑥𝑖)

18

𝑖=1

又𝑓(𝑥) = 𝑥18 + 4𝑥11 + 1 = ∏(𝑥 − 𝑥𝑖)

18

𝑖=1

故所求 = 𝑓(𝜔) ∙ 𝑓(𝜔2) ∙ 𝑓(−𝜔) ∙ 𝑓(−𝜔2)

= (4𝜔2 + 2)(4𝜔 + 2)(−4𝜔2 + 2)(−4𝜔 + 2)

= [20 + 8(𝜔2 + 𝜔)][20 − 8(𝜔2 + 𝜔)]

= (20 − 8)(20 + 8) = 336。

答:336

(三)韋達跳躍

1988 年的 IMO(國際數學奧林匹亞競賽)的第六題難倒了四位數論專家，當時 268 名參

賽選手平均得分 0.6 分(滿分 7 分)，其中有 11 位得了滿分。該題如下:

設正整數𝑎、𝑏滿足𝑎𝑏 + 1可以整除𝑎2 + 𝑏2，證明
𝑎2+𝑏2

𝑎𝑏+1
是完全平方數。

(1988 IMO 第六題)

在 11 位滿分的選手中，保加利亞選手 Emanouil Atanassov 用了簡潔且獨特的方法—韋
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達跳躍，並因此獲得該年的特別獎。以下是他的證明手法:

令 𝑘 =
𝑎2+𝑏2

𝑎𝑏+1
(𝑘 ∈ ℕ)，並假設𝑘不是完全平方數。

設(𝐴,𝐵)為滿足

2 2

1

x y
k

xy

+
=

+
對應的解中，使得𝐴 + 𝐵為最小值的正整數解，不失一般性

假設𝐴 ≥ 𝐵。用變數𝑥取代𝐴並重整方程式，則可得知二次方程式𝑥2 − 𝑘𝐵𝑥 + (𝐵2 − 𝑘) = 0之一

根𝑥1 = 𝐴，設另一根𝑥2，由韋達定理有:

{

𝐴 + 𝑥2 = 𝑘𝐵⟹ 𝑥2 = 𝑘𝐵 − 𝐴

𝐴𝑥2 = 𝐵2 − 𝑘⟹ 𝑥2 =
𝐵2 − 𝑘

𝐴
≤
𝐴2 − 𝑘

𝐴
< 𝐴

1.由𝑥2 = 𝑘𝐵 − 𝐴，得知𝑥2為整數。

2.由
𝑥2

2+𝐵2

𝑥2𝐵+1
= 𝑘 > 0，可知𝑥2 ≥ 0。

3.由𝑥2 =
𝐵2−𝑘

𝐴
≤

𝐴2−𝑘

𝐴
< 𝐴且𝑘不為完全平方數，得知𝑥2 < 𝐴且𝑥2 ≠ 0。

故𝑥2為比𝐴小的正整數。因此(𝑥2,𝐵)亦滿足方程式，且𝑥2 + 𝐵 < 𝐴 + 𝐵，此與 +A B 為最小

之假設矛盾。因此𝑘必為完全平方數。

從此這個方法聲名大噪，也廣泛地被列於許多國家競賽培訓的教材之中。由於該方法

使用到韋達定理對根進行無窮遞降法，故也被稱作「韋達跳躍」(Vieta jumping)。

參、結論

1.考慮一多項式𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0，首項係數𝑎𝑛 ≠ 0。

(1)𝑥1
2 + 𝑥2

2 +⋯+ 𝑥𝑛
2 = (−

𝑎𝑛−1
𝑎𝑛

)
2

− 2
𝑎𝑛−2
𝑎𝑛

。

(2)
1

𝑥1
+

1

𝑥2
+⋯+

1

𝑥𝑛
= −

𝑎1
𝑎0

。

2.考慮一三次多項式𝑓(𝑥) = 𝑎3𝑥
3 + 𝑎2𝑥

2 + 𝑎1𝑥 + 𝑎0，首項係數𝑎3 ≠ 0，令三根分別為𝑥1、𝑥2、𝑥3
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(1)
1

𝑥1
2

+
1

𝑥2
2

+
1

𝑥3
2

=
(𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥1𝑥2)2 − 2𝑥1𝑥2𝑥3(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3)

(𝑥1𝑥2𝑥3)2
。

(2)
3 3 3 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 2 33 [ + ( )]( )x x x x x x x x x x x x x x x x x x+ + − = + − + + + + 。

3.根的高次冪次和可藉由以下兩種方式求出:

(1)𝑎𝑛𝑆𝑘+𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑆𝑘+𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑆𝑘+1 + 𝑎0𝑆𝑘 = 0。

(2)
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
= ∑

𝑆𝑘
𝑥𝑘+1

∞

𝑘=0

。

4.利用建構以原根的倒數為根的方程式𝑎0𝑦
𝑛 + 𝑎1𝑦

𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑦 + 𝑎𝑛 = 0，可求得根的負

整數冪次方和。

5.諸如
2 2 2
1 2( 1)( 1)...( 1)nx x x+ + + 、

4 2 4 2 4 2
1 1 2 2( 1)( 1)...( 1)n nx x x x x x+ + + + + + 的題型可利用 𝑖與𝜔

求解。

肆、結語

在求根的各種求和問題時，最常見的想法當然是想辦法將其湊成韋達定理的形式，利

用根與係數求解，例如文章前段的幾個例子。然而在求根的高次冪次和時，往往很難將其

用韋達定理的型式表示出來，此時就可以利用多項式性質或多項式除法做處理，另外一些

題型還可以巧妙的引入 𝑖與𝜔求解。透過以上方法便能一窺根的題型的面貌!

特別感謝指導老師:王鴻翔老師。
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