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以數學歸納法證明抽籤的公平性

連威翔

中台興化學工業股份有限公司

壹、前言

在數學傳播 43 卷 3 期名為《再談抽籤的公平性》的[1]文中，作者對前一期數學傳播

名為《抽籤的公平性》之[2]文的結論給出一個簡潔的另證，其中關鍵的想法是證明「相鄰

兩位抽籤者的中獎機率相同」，因此對所有抽籤者而言，中獎的機率並無差別，每位抽籤

者無論是先抽或後抽，中獎的機率皆相等，即「抽籤是公平的」。而較早發表的 [2]文，則

是先利用條件機率的乘法原理寫下一個重要的引理，再以此引理為主要工具，分成幾種不

同的情況討論第 𝑖個人中獎的機率，最後證明抽籤都是公平的。

某次筆者在走路運動的過程中，想起[1],[2]兩篇文章所探討的內容，心中浮現一個想

法：「能否使用數學歸納法證明抽籤的公平性呢？」於是便先在心中進行初步的思考，考

慮的情況是 𝑛個人抽 𝑛支籤的公平性。回家後，便開始動筆寫下初步的證明。

但在寫完證明後，筆者才發現原來 [1],[2]文考慮的是更一般的情形。幸運的是，筆

者修改原本的證明後，仍得到更一般情形下的證明。底下第二節中，筆者將介紹如何使

用數學歸納法來重新證明 [1],[2]文所關心之「抽籤的公平性」。

貳、敘述與證明

與筆者在上一節中所提到之「 𝑛人抽 𝑛支籤」的情形不同，[1],[2]文考慮更一般的「 𝑝

人抽 𝑛支籤的公平性，其中 𝑝 ≤ 𝑛」。參考 [1]文開頭處有關抽籤公平性的敘述與限制條件，

我們可仿照其敘述方式列出底下的性質：

性質 1：籤筒中共有 𝑛支籤 (𝑛 ≥ 1)，其中 𝑘支有獎  (0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛)。今有 𝑝個人依序來抽籤  (1 ≤

𝑝 ≤ 𝑛)，抽後不放回，令第 𝑖個人中獎的事件為 𝐴𝑖，則 𝑃(𝐴𝑖) =
𝑘

𝑛
 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝)。

上述性質，就是本文想介紹並證明的主要結果。請注意，此處筆者將性質 1 中有獎籤

的數目限制從原本 [1]文所設定的  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛改為  0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛，之所以如此修改，是因為筆者

發現在使用歸納法的證明過程中須納入 𝑘 = 0 的情形。不過除了 𝑘值的限制有所不同之外，

性質 1 中對 𝑛,𝑝兩數的限制皆與 [2]文相同。

在介紹證明之前，有一事值得一提。在抽籤準備工作中，為了維持最基本的公平性，

必須讓籤的總數不小於抽籤的人數。怎麼說呢？若籤筒中籤的總數小於抽籤的人數，則當
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籤筒內的籤全部抽完時，會有一部分人尚未抽籤，這些人等於完全沒有中獎的機會，也因

此使抽籤失去公平性。相信這就是[1],[2]文中設定 𝑝 ≤ 𝑛的原因，當然上述的性質 1 也不

例外。

底下開始為大家介紹性質 1 的歸納法證明：

證明：已知籤的總數為 𝑛、有獎籤的數目為 𝑘、抽籤的人數為 𝑝，且其中

1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛,   0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛,

依性質 1 的所述，可知抽獎的第 1 人至第 𝑝人的中獎機率依序為

𝑃(𝐴1),𝑃(𝐴2), … ,𝑃(𝐴𝑝).

我們將使用數學歸納法對籤的總數 𝑛進行歸納，並按照歸納法證明的標準寫法分成兩

個步驟進行討論，如下：

[步驟 1]：當 𝑛 = 1 時，即籤筒內只有 1 張籤時，由原本  1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛的限制條件知 𝑝 = 1，即

抽籤人數為 1 人，接著我們對有獎籤的數目 𝑘分成 𝑘 = 0, 𝑘 = 1 的兩種情況討論如下：

(a)若 𝑘 = 0，表示籤筒內只有一張籤且是無獎籤，故抽籤的一人必定抽到無獎籤，中

獎機率滿足

𝑃(𝐴1) = 0 =
0

1
=
𝑘

𝑛
.

(b)若 𝑘 = 1，表示籤筒內只有一張籤且是有獎籤，故抽籤的一人必定抽到有獎籤，中

獎機率滿足

𝑃(𝐴1) = 1 =
1

1
=
𝑘

𝑛
.

將以上(a), (b)兩項目的討論合起來看，可知當 𝑛 = 1 時性質 1 的結論成立，步驟 1 至

此結束。

[步驟 2]：假設當 𝑛 = 𝑚時性質 1 的結論成立，其中 𝑚 ≥ 1，即當 𝑝人從有 𝑚支籤的籤筒中

抽籤，其中  1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑚，且中獎籤的數目 𝑘 滿足  0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚 時，抽籤的 𝑝 人中獎的機率

𝑃(𝐴1),𝑃(𝐴2), … ,𝑃(𝐴𝑝)滿足

𝑃(𝐴1) = 𝑃(𝐴2) = ⋯ = 𝑃(𝐴𝑝) =
𝑘

𝑛
=
𝑘

𝑚
.

接著，當 𝑛 = 𝑚 + 1 時，即當 𝑝人從有 𝑚 + 1 支籤的籤筒中抽籤，其中  1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑚 + 1，

且中獎籤的數目 𝑘滿足  0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚 + 1 時，我們分成

𝑘 = 0, 𝑘 = 𝑚 + 1, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚,
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的三種情況討論如下：

(A)若 𝑘 = 0，表示籤筒內所有的籤都是無獎籤，故抽獎的 𝑝人無論如何都將抽到無獎

籤，中獎機率滿足

𝑃(𝐴1) = 𝑃(𝐴2) = ⋯ = 𝑃(𝐴𝑝) = 0 =
0

𝑚 + 1
=
𝑘

𝑛
.

(B)若 𝑘 = 𝑚 + 1，則籤筒內所有的籤都是有獎籤，又抽獎的人數 𝑝少於有獎的籤數 𝑚 +

1，故抽獎的 𝑝人無論如何都將抽到有獎籤，中獎機率滿足

𝑃(𝐴1) = 𝑃(𝐴2) = ⋯ = 𝑃(𝐴𝑝) = 1 =
𝑚 + 1

𝑚 + 1
=
𝑘

𝑛
.

(C)若  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚，此情況下我們再對抽籤人數 𝑝分成 𝑝 = 1 與  2 ≤ 𝑝 ≤ 𝑚 + 1 的兩種情

形進行討論，如底下的(C-1), (C-2)項目：

(C-1)當 𝑝 = 1 時，恰有一人進行抽籤，此人中獎的機率 𝑃(𝐴1) 滿足

𝑃(𝐴1) =
𝑘

𝑚 + 1
=
𝑘

𝑛
.

(C-2)當  2 ≤ 𝑝 ≤ 𝑚 + 1 時，抽籤人數至少有兩人，其中第一人抽籤中獎的機率 𝑃(𝐴1)

滿足

𝑃(𝐴1) =
𝑘

𝑚 + 1
=
𝑘

𝑛
.

當第一人完成抽籤後，後面的 𝑝 − 1 人準備依序抽籤時，籤筒內剩下 𝑚支籤，由本項

目一開始所設定的條件  2 ≤ 𝑝 ≤ 𝑚 + 1 可知

1 ≤ 𝑝 − 1 ≤ 𝑚. (1)

而有獎籤數目可能是 𝑘 − 1 (第一人中獎)或 𝑘 (第一人沒中獎)，由(C)項目一開始所設定

的條件  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚可知

0 ≤ 𝑘 − 1 < 𝑘 ≤ 𝑚. (2)

以(1), (2)兩式搭配[步驟 2]開頭處所給的歸納法假設，可知對後面的 𝑝 − 1 位抽獎者來

說，他們從剩下 𝑚支籤的籤筒中抽籤時中獎的機率相等(均為
𝑘−1

𝑚
或均為

𝑘

𝑚
)。我們以第 1

人中獎(機率
𝑘

𝑚+1
)與第 1 人沒中獎(機率

𝑚+1−𝑘

𝑚+1
)的兩種情況搭配兩情況接下來後面 𝑝 − 1 人

中獎的機率(
𝑘−1

𝑚
與

𝑘

𝑚
)，可知整個抽籤過程後面的 𝑝 − 1 位抽獎者(即第 2 人至第 𝑝人)中獎

的機率滿足
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𝑃(𝐴2) = ⋯ = 𝑃(𝐴𝑝) =
𝑘

𝑚 + 1
×
𝑘 − 1

𝑚
+
𝑚 + 1 − 𝑘

𝑚 + 1
×
𝑘

𝑚
=
𝑘2 − 𝑘 + 𝑚𝑘 + 𝑘 − 𝑘2

𝑚(𝑚 + 1)
=

𝑚𝑘

𝑚(𝑚 + 1)

=
𝑘

𝑚 + 1
=
𝑘

𝑛
= 𝑃(𝐴1).

將以上(A), (B), (C)三項目的討論結果合起來看，可知當 𝑛 = 𝑚 + 1 時，性質 1 的結論

亦成立，步驟 2 至此結束。

完成以上[步驟 1]與[步驟 2]的討論後，由數學歸納法原理知性質 1 對任意正整數 𝑛均

成立，證明完畢。

透過上述討論，我們就以數學歸納法證明了性質 1。至此我們就知道當性質 1 中的參

數 𝑝,𝑛, 𝑘之值都確定後，參與抽籤的 𝑝人中獎的機率均為
𝑘

𝑛
，此機率值與人數 𝑝無關，也與

性質 1 中表示「抽籤順序」的參數 𝑖無關。

特別地，對於人數 𝑝我們若在  2 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛的條件下看性質 1 的結論，則可知當抽籤人

數在兩人以上時所有抽籤者中獎的機率皆相同，此結果就是 [1],[2]文所提到之「抽籤的公

平性」。

當籤的總數等於抽籤人數時：

回顧性質 1，若在性質 1 中令 𝑝 = 𝑛，則可得底下這個較弱的性質：

性質 2：籤筒中共有 𝑛支籤 (𝑛 ≥ 1)，其中 𝑘支有獎  (0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛)。今有 𝑛個人依序來抽籤，

抽後不放回，令第 𝑖個人中獎的事件為 𝐴𝑖，則 𝑃(𝐴𝑖) =
𝑘

𝑛
。

此處提到性質 2 的原因有二，第一個原因，是因為筆者發現高中教材在介紹抽籤的公

平性時，使用的例題常與性質 2 一樣設定「抽籤人數=籤的總數」，例如在 [2]文開頭處所

提到的機率問題就是。而性質 1 告訴我們即使用來表示人數的 𝑝值選擇 2 至 𝑛的任一個整

數，在抽籤的過程中同樣具有公平性。

提到性質 2 的第二個原因，是因為筆者最初寫下的歸納法證明其實並不是針對性質 1

所提出，而是針對性質 2。但後來發現性質 2 所設定的抽籤人數與 [1]文開頭處設定的條件

不同，且在經過嘗試之後，發現無法從性質 2 的結論推得性質 1，於是又花了點時間進行

改寫，才完成性質 1 的證明。

讀者若有興趣，也可試著練習用歸納法寫出性質 2 的證明 (與性質 1 的證明過程類似 )，

即可明白其中的差異為何。
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參、結語

本文只是簡單的心得分享，能夠完成本文，要感謝[2]文與[1]文(按文章發表順序)的作

者扮演了先行者的角色，在筆者心中播下種子，今日才有機會完成本文。讀者若願意的話，

也可將本文視為對[1]文或[2]文的補充。

最後，筆者想建議對數學寫作有興趣的讀者，平時不妨培養走路或慢跑的運動習

慣，因為在運動的過程中，或許會在無意間從腦海中浮現一些想法。這也是筆者自身的

體驗，如同本文第一節所述那樣。
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