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空間中點到直線的距離一題多解

周芳宇* 徐上航 許閎揚

彰化縣立彰化藝術高級中學

壹、前言

在高中數學第四冊空間中的直線單元中，計算空間中點到直線的距離為同學會遇到的

問題，課程中通常都使用兩向量垂直時，其內積為零的特性來解決，然而除了該解法外，

還有其他方式可以求解，本文提供課本外的幾種解法供讀者參考。

此外，本文也將延伸探討將點到直線的問題推廣至𝑅𝑛中的情況，並以此驗證此方法適

用於上述空間中點到直線的問題中的部分解法。

貳、解法

題目（選自高中數學 4A 龍騰版第 6 單元例題 10）：

點𝑃(3, 2, 6)為直線𝐿:
𝑥−1

2
=

𝑦−2

2
=

𝑧+1

−3
外一點，求點𝑃到直線𝐿的距離？

解法 1：向量正交（內積為𝟎）

設𝑄為𝑃在直線𝐿上的投影點。

因為𝑄在直線𝐿上，所以可將𝑄點的坐標表示成(1 + 2𝑡, 2 + 2𝑡, −1 − 3𝑡)，得

𝑃𝑄     ⃑ = (2𝑡 − 2, 2𝑡, −3𝑡 − 7)。

又因為𝑃𝑄     ⃑ 和直線𝐿的方向向量 𝑣⃑ = (2, 2, −3)垂直，所以

(2𝑡 − 2, 2𝑡, −3𝑡 − 7) ∙ (2, 2, −3) = 0，

即

2 × (2𝑡 − 2) + 2 × 2𝑡 + (−3) × (−3𝑡 − 7) = 0，

解得 𝑡 = −1。

*為本文通訊作者
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故𝑃在直線𝐿上的投影點為𝑄(−1, 0, 2)。

利用兩點距離公式，得點𝑃到直線𝐿的距離

𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = √(−1 − 3)2 + (0 − 2)2 + (2 − 6)2 = 6。

解法 2：正射影

設 𝑣⃑ = (2, 2, −3)為直線𝐿的一個方向向量，在直線𝐿上的取一點𝐴(1, 2, −1)，得𝐴𝑃     ⃑ = (2, 0, 7)。

做𝐴𝑃     ⃑ 在直線𝐿上的正射影𝐴𝑄     ⃑ ，則𝑄為𝑃在直線𝐿上的投影點。

𝐴𝑄     ⃑ = 𝐴𝑃     ⃑ 在 𝑣⃑上的正射影

= (
𝐴𝑃     ⃑ ∙𝑣 ⃑

|𝑣 ⃑ |2
) 𝑣⃑ = (

2×2+0×2+7×(−3)

(√22+22+(−3)2)
2) 𝑣⃑ = −𝑣⃑ = (−2,−2, 3)。

得𝑄點的坐標為𝑂𝐴     ⃑ + 𝐴𝑄     ⃑ = (−1, 0, 2)。

利用兩點距離公式，得點𝑃到直線𝐿的距離

𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = √(−1 − 3)2 + (0 − 2)2 + (2 − 6)2 = 6。

解法 3：做包含直線𝑳且垂直𝑷𝑸      ⃑ 的平面

設𝑄為𝑃在直線𝐿上的投影點， 𝑣⃑ = (2, 2,−3)為直線𝐿的一個方向向量。
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在直線𝐿上的取一點𝐴(1, 2, −1)，則𝐴𝑃     ⃑ = (2, 0, 7)。

𝐴𝑃     ⃑ × 𝑣⃑ = (|
0 7
2 −3

| , |
7 2
−3 2

| , |
2 0
2 2

|) = (−14, 20, 4) = −2 × (7, −10, −2)，

設𝑢 ⃑ = (7,−10,−2)，此時，𝑢 ⃑ ⊥ 𝐴𝑃     ⃑ ，且𝑢 ⃑ ⊥ 𝑣⃑。

𝑢 ⃑ × 𝑣⃑ = (|
−10 −2
2 −3

| , |
−2 7
−3 2

| , |
7 −10
2 2

|) = (34, 17, 34) = 17 × (2, 1, 2)，

此時，(𝑢 ⃑ × 𝑣⃑) // 𝑃𝑄     ⃑ ，且(𝑢 ⃑ × 𝑣⃑) ⊥ 𝑣⃑，(𝑢 ⃑ × 𝑣⃑) ⊥ 𝑢 ⃑ 。

做一平面𝐸包含直線𝐿且垂直𝑃𝑄     ⃑ ，得平面𝐸的方程式為

2(𝑥 − 1) + (𝑦 − 2) + 2(𝑧 + 1) = 0，

展開後得

2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 2，

則點𝑃到直線𝐿的距離等於點𝑃到平面𝐸的距離。

利用點到平面的距離公式，得點𝑃到直線𝐿的距離

𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑑(𝑃, 𝐸) =
|2×3+1×2+2×6−2|

√22+12+22
=

18

3
= 6。

解法 4：利用外積的長度為平行四邊形面積

已知當 𝑎⃑和𝑏 ⃑ 為兩個不平行的非零向量時，由 𝑎⃑與𝑏 ⃑ 所決定的平行四邊形面積等於外積 𝑎⃑ × 𝑏 ⃑

的長度 |𝑎⃑ × 𝑏 ⃑ |。

在直線𝐿上的取一點𝐴(1, 2, −1)，則𝐴𝑃     ⃑ = (2, 0, 7)。

設 𝑣⃑ = (2, 2, −3)為直線𝐿的一個方向向量，則

點𝑃到直線𝐿的距離=
由𝐴𝑃     ⃑ 和𝑣 ⃑ 所張出的平行四邊形面積

底的長度
=

|𝐴𝑃     ⃑ ×𝑣 ⃑ |

|𝑣 ⃑ |
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=

√|
0 7
2 −3

|
2
+|

7 2
−3 2

|
2
+|

2 0
2 2

|
2

√22+22+(−3)2
=

√142+202+42

√17
= √36 = 6。

解法 5：做包含點𝑷且垂直直線𝑳的平面

做一平面𝐸包含𝑃(3, 2, 6)且垂直直線𝐿。

令平面𝐸的法向量為直線𝐿的方向向量 𝑣⃑ = (2, 2, −3)，利用點法式得𝐸的平面方程式為

2𝑥 + 2𝑦 − 3𝑧 = −8，

則直線𝐿和平面𝐸的交點𝑄為點𝑃在𝐿上的投影點。

設𝑄(1 + 2𝑡, 2 + 2𝑡, −1 − 3𝑡)，又𝑄在平面𝐸上，故

2 × (1 + 2𝑡) + 2 × (2 + 2𝑡) − 3 × (−1 − 3𝑡) = −8，

得 𝑡 = −1，再得𝑄(−1, 0, 2)。

利用兩點距離公式，得點𝑃到直線𝐿的距離

𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = √(−1 − 3)2 + (0 − 2)2 + (2 − 6)2 = 6。

解法 6：配方法

設𝑄(1 + 2𝑡, 2 + 2𝑡, −1 − 3𝑡)為直線𝐿上的一點，則

𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = √(1 + 2𝑡 − 3)2 + (2 + 2𝑡 − 2)2 + (−1 − 3𝑡 − 6)2

= √17(𝑡2 + 2𝑡 + 1) + 36 = √17(𝑡 + 1)2 + 36。
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當 𝑡 = −1時，𝑃𝑄̅̅ ̅̅ 有最小值√36 = 6，此時，𝑄(−1, 0, 2)為𝑃在直線𝐿上的投影點。

利用兩點距離公式，得點𝑃到直線𝐿的距離

𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = √(−1 − 3)2 + (0 − 2)2 + (2 − 6)2 = 6。

解法 7：柯西不等式

設𝑄為𝑃在直線𝐿上的投影點。由解法 3，得

𝐸: 2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 2 (1)

為包含直線𝐿且垂直𝑃𝑄     ⃑ 的平面。此時，點𝑃到直線𝐿的距離為點𝑃到平面𝐸的距離。

設平面𝐸上任一點(𝑥, 𝑦, 𝑧)到點𝑃的距離為𝑟，且𝑟 ≥ 0，則

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − 6)2 = 𝑟2 (2)

利用(1)(2)和柯西不等式知

[(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − 6)2](22 + 12 + 22) ≥ (2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 20)2，

由(1)(2)代入得

𝑟2 × 9 ≥ (2 − 20)2 = 182 ⇒ 𝑟2 ≥ 62 ⇒ 𝑟 ≥ 6 (𝑟 ≤ −6不合)。

故點𝑃到直線𝐿的最小距離為6。

解法 8：以𝑷為球心作球，利用球與直線相切解方程式
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考慮以𝑃為球心的球面方程式為

𝑆: (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 − 6)2 = 𝑟2，

則球面𝑆與直線𝐿的交點即為它們方程式的共同解。

設𝑄(1 + 2𝑡, 2 + 2𝑡, −1 − 3𝑡)為它們的交點，因𝑄在球面𝑆上，得

(1 + 2𝑡 − 3)2 + (2 + 2𝑡 − 1)2 + (−3𝑡 − 6)2 = 𝑟2，

整理得

17𝑡2 + 34𝑡 + (53 − 𝑟2) = 0。 (3)

(3)式為一個 𝑡的二次方程式，若球面𝑆與直線𝐿相切即恰有一交點，則(3)式有唯一解，其充

要條件為判別式等於0。

令判別式為0，得

𝐷 = 342 − 4 × 17 × (53 − 𝑟2) = 0，

解得𝑟 = 6，代入(3)式得 𝑡 = −1，得到球𝑆與直線𝐿的切點𝑄(−1, 0, 2)。

此時，𝑃𝑄̅̅ ̅̅ 垂直𝐿，𝑄為𝑃在𝐿上的投影點，𝑃𝑄̅̅ ̅̅ 為𝑃到𝐿的最短距離。

由於球面𝑆與直線𝐿相切時半徑即為球心到切線的距離，故點𝑃到直線𝐿的距離為6。

解法 9：拉格朗日乘數法

本題解法是利用微積分中的拉格朗日乘數法來求解，它是基於以下定理：

定理[3]：若𝑚, 𝑛 為自然數且𝑚 < 𝑛，𝑉是𝑅𝑛中的一個開集合，且𝑓, 𝑔𝑗 , 𝑗 = 1,2, … , 𝑚是從𝑉映射

至𝑅的一階連續可微分函數，設存在𝑎 ∈ 𝑉使得

𝜕(𝑔1,…,𝑔𝑚)

𝜕(𝑥1,…,𝑥𝑚)
(𝑎) ≠ 0。

在𝑔𝑘(𝑎) = 0, 𝑘 = 1,2, … , 𝑚的條件下，若𝑓(𝑎)是一個極值，則存在常數𝜏1, 𝜏2, … 𝜏𝑚使得

∇𝑓(𝑎) + ∑ 𝜏𝑘∇𝑔𝑘(𝑎) = 0𝑚
𝑘=1 。

在最佳化問題中，我們的目標是找到𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)在𝑔𝑘(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 0, 𝑘 = 1,2, … , 𝑚的限制條件

下的極值。若我們令𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑛 , 𝜏1, … , 𝜏𝑚) = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) + ∑ 𝜏𝑘𝑔𝑘(𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑚
𝑘=1 ，由拉格朗日乘

數法可知，當𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)有極值時，可得方程組
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
= 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛且

𝜕𝐹

𝜕𝜏𝑖
= 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑚。當

解出上面方程組時，我們即可找到𝑓的極值。

根據以上定理，將直線轉為兩面式{
𝑥 − 𝑦 = −1
3𝑥 + 2𝑧 = 1

。



科學教育月刊 第 474 期 中華民國 113 年 11 月

- 50 -

設𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)為直線𝐿上的一點，則點𝑃到直線𝐿的距離

𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = √(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − 6)2。

設𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜆1, 𝜆2) = (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − 6)2 + 𝜆1(𝑥 − 𝑦 + 1) + 𝜆2(3𝑥 + 2𝑧 − 1)。

利用拉格朗日乘數法，得

∂𝐹

∂𝑥
= 0，則

∂𝐹

∂𝑥
= 2(𝑥 − 3) + 𝜆1 + 3𝜆2 = 0。 (4)

∂𝐹

∂𝑦
= 0，則

∂𝐹

∂𝑦
= 2(𝑦 − 2) − 𝜆1 = 0。 (5)

∂𝐹

∂𝑧
= 0，則

∂𝐹

∂𝑧
= 2(𝑧 − 6) + 2𝜆2 = 0。 (6)

∂𝐹

∂𝜆1
= 0，則

∂𝐹

∂𝜆1
= 𝑥 − 𝑦 + 1 = 0。 (7)

∂𝐹

∂𝜆2
= 0，則

∂𝐹

∂𝜆2
= 3𝑥 + 2𝑧 − 1 = 0。 (8)

由(4)(5)(6)消去𝜆1、𝜆2得

2𝑥 + 2𝑦 − 3𝑧 = −8。 (9)

由(7)(8)(9)得𝑥 = −1，𝑦 = 0，𝑧 = 2，得𝑄(−1, 0, 2)。

因為𝑃𝑄     ⃑ = (−4,−2,−4)和直線𝐿的方向向量 𝑣⃑ = (2, 2, −3)內積為0，故𝑃𝑄     ⃑ 和直線𝐿垂直，因此點

𝑃到直線𝐿的距離

𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = √(−1 − 3)2 + (0 − 2)2 + (2 − 6)2 = √36 = 6。

參、推廣

上節我們探討空間中點到直線距離問題的幾種解法，本節我們將用線性代數與數學分

析的觀點來看點到直線的問題並將它推廣至𝑅𝑛中。

設 𝐴, 𝐵 為 𝑅𝑛 中 的 二 點 ， 𝐴 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛), 𝐵 = (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛)， 定 義 𝐴𝐵     ⃑ = (𝑏1 − 𝑎1, 𝑏2 −

𝑎2, … , 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛)。

定義：設𝑢 ⃑ = (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛) ∈ 𝑅𝑛, 𝑣⃑ = (𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛) ∈ 𝑅𝑛 , 𝑡 ∈ 𝑅，我們定義

𝑢 ⃑ + 𝑣⃑ = (𝑢1 + 𝑣1, 𝑢2 + 𝑣2, … , 𝑢𝑛 + 𝑣𝑛)， 𝑡𝑢 ⃑ = (𝑡𝑢1, 𝑡𝑢2, … , 𝑡𝑢𝑛)，𝑢 ⃑ = 𝑣⃑為𝑢𝑖 = 𝑣𝑖 , ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑛。

容易驗證在𝑅𝑛上定義向量的加法與係數積後會形成一個佈於實數的向量空間[2]。

設 𝑥⃑, 𝑦⃑ ∈ 𝑅𝑛，對 𝑥⃑ = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛)，且 𝑦⃑ = (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛)，定義 𝑥⃑與 𝑦⃑的內積為
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⟨𝑥⃑, 𝑦⃑⟩ = ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

。

可以驗證 ⟨∙,∙⟩滿足

(𝑎) ⟨𝑥⃑ + 𝑧, 𝑦⃑⟩ = ⟨𝑥⃑, 𝑦⃑⟩ + ⟨𝑧, 𝑦⃑⟩。

(𝑏) ⟨𝑐𝑥⃑, 𝑦⃑⟩ = 𝑐⟨𝑥⃑, 𝑦⃑⟩，𝑐 ∈ 𝑅。

(𝑐) ⟨𝑥⃑, 𝑦⃑⟩ = ⟨𝑦⃑, 𝑥⃑⟩。

(𝑑) ⟨𝑥⃑, 𝑥⃑⟩ > 0，若 𝑥⃑ ≠ 0 ⃑ 。

對 𝑥⃑ ∈ 𝑅𝑛，我們定義 𝑥⃑的範數(norm)或長度(length)為‖𝑥⃑‖ = √⟨𝑥⃑, 𝑥⃑⟩。

利用向量的範數，我們可以定義點到集合的最短距離。

設𝑃 ∈ 𝑅𝑛空間中一點，𝑃到非空子集合𝑆的最短距離定義為 𝑖𝑛𝑓{‖𝑃𝑄     ⃑ ‖: 𝑄 ∈ 𝑆}。

以下引理是本節計算的主要工具。

引理：設 𝑎⃑, 𝑏 ⃑ ∈ 𝑅𝑛 , 𝑡 ∈ 𝑅,當𝑡 = −
⟨𝑎 ⃑ ,𝑏 ⃑ ⟩

‖𝑏 ⃑ ‖
2時，‖𝑎⃑ + 𝑡𝑏 ⃑ ‖有最小值√

‖𝑎 ⃑ ‖2‖𝑏 ⃑ ‖
2
−⟨𝑎 ⃑ ,𝑏 ⃑ ⟩

2

‖𝑏 ⃑ ‖
2 。

證明：利用向量內積的分配律，得

‖𝑎⃑ + 𝑡𝑏 ⃑ ‖
2

= ⟨𝑎⃑ + 𝑡𝑏 ⃑ , 𝑎⃑ + 𝑡𝑏 ⃑ ⟩

= ⟨𝑎⃑, 𝑎⃑⟩ + ⟨𝑡𝑏 ⃑ , 𝑎⃑⟩ + ⟨𝑎⃑, 𝑡𝑏 ⃑ ⟩ + ⟨𝑡𝑏 ⃑ , 𝑡𝑏 ⃑ ⟩

= ⟨𝑏 ⃑ , 𝑏 ⃑ ⟩𝑡2 + 2⟨𝑎⃑, 𝑏 ⃑ ⟩𝑡 + ⟨𝑎⃑, 𝑎⃑⟩

= ‖𝑏 ⃑ ‖
2

(𝑡 +
⟨𝑎 ⃑ ,𝑏 ⃑ ⟩

‖𝑏 ⃑ ‖
2)

2

+
‖𝑎 ⃑ ‖2‖𝑏 ⃑ ‖

2
−⟨𝑎 ⃑ ,𝑏 ⃑ ⟩

2

‖𝑏 ⃑ ‖
2 。

故當 𝑡 = −
⟨𝑎 ⃑ ,𝑏 ⃑ ⟩

‖𝑏 ⃑ ‖
2時，上式有最小值

‖𝑎⃑‖2‖𝑏 ⃑ ‖
2
− ⟨𝑎⃑, 𝑏 ⃑ ⟩

2

‖𝑏 ⃑ ‖
2 ，

得證。
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現在我們討論𝑅𝑛中點到直線的距離。

設𝐴為𝑅𝑛中一點，我們稱集合𝐿 = {𝑄 ∈ 𝑅𝑛: 𝐴𝑄     ⃑ = 𝑡𝑣⃑, 𝑡 ∈ 𝑅}為通過𝐴點且方向向量為 𝑣⃑的一直線。

由點到集合的距離定義可知，𝑃到直線𝐿的最短距離為 𝑖𝑛𝑓{‖𝑃𝑄     ⃑ ‖: 𝑄 ∈ 𝐿}。

因為𝑃𝑄     ⃑ = 𝑃𝐴     ⃑ + 𝐴𝑄     ⃑ = 𝑃𝐴     ⃑ + 𝑡𝑣⃑，故最短距離為 𝑖𝑛𝑓{‖𝑃𝐴     ⃑ + 𝑡𝑣⃑‖: 𝑡 ∈ 𝑅}。

由引理可知,當 𝑡 = −
⟨𝑃𝐴     ⃑ ,𝑣 ⃑ ⟩

‖𝑣 ⃑ ‖2 時,‖𝑃𝐴     ⃑ + 𝑡𝑣⃑‖有最小值

√‖𝑃𝐴     ⃑ ‖
2
‖𝑣⃑‖2 − ⟨𝑃𝐴     ⃑ , 𝑣⃑⟩

2

‖𝑣⃑‖2
，

即

𝑖𝑛𝑓{‖𝑃𝑄     ⃑ ‖: 𝑄 ∈ 𝐿} = √‖𝑃𝐴     ⃑ ‖
2
‖𝑣⃑‖2 − ⟨𝑃𝐴     ⃑ , 𝑣⃑⟩

2

‖𝑣⃑‖2
。

此外，𝑡 = −
⟨𝑃𝐴     ⃑ ,𝑣 ⃑ ⟩

‖𝑣 ⃑ ‖2 等價於 ⟨𝑃𝐴     ⃑ + 𝑡𝑣⃑, 𝑣⃑⟩ = 0，即𝑃𝑄     ⃑ 與直線𝐿的方向向量 𝑣⃑垂直時，‖𝑃𝑄     ⃑ ‖有最小值。

此時， 𝑡𝑣⃑ = (−
⟨𝑃𝐴     ⃑ ,𝑣 ⃑ ⟩

‖𝑣 ⃑ ‖2 ) 𝑣⃑ = (
⟨𝐴𝑃     ⃑ ,𝑣 ⃑ ⟩

‖𝑣 ⃑ ‖2 ) 𝑣⃑為𝐴𝑃     ⃑ 在𝐿的正射影。

現在，我們以第二節的問題來驗證。

設𝑃 = (3,2,6), 𝐴 = (1,2, −1), 𝑣⃑ = (2,2, −3)，則𝑃𝐴     ⃑ = (−2,0, −7)。

𝑃到直線𝐿距離為

√‖𝑃𝐴     ⃑ ‖
2
‖𝑣⃑‖2 − ⟨𝑃𝐴     ⃑ , 𝑣⃑⟩

2

‖𝑣⃑‖2
= √

‖(−2,0, −7)‖2‖(2,2, −3)‖2 − ⟨(−2,0, −7), (2,2, −3)⟩2

17
= √36 = 6。
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解法 5 在𝑹𝒏的探討：

設𝐸: {𝑈 ∈ 𝑅𝑛: ⟨𝑃𝑈     ⃑ , 𝑣⃑⟩ = 0}為空間中包含𝑃與直線𝐿垂直的平面，則𝐸與𝐿的交點𝑄滿足

{
⟨𝑃𝑄     ⃑ , 𝑣⃑⟩ = 0

𝐴𝑄     ⃑ = 𝑡𝑣⃑

又𝑃𝑄     ⃑ = 𝑃𝐴     ⃑ + 𝐴𝑄     ⃑ = 𝑃𝐴     ⃑ + 𝑡𝑣⃑，得 ⟨𝑃𝐴     ⃑ + 𝑡𝑣⃑, 𝑣⃑⟩ = 0。由上面的討論，此時‖𝑃𝑄     ⃑ ‖有最小值。

解法8在𝑹𝒏的探討：

考慮𝐶 = {𝑄 ∈ 𝑅𝑛: ‖𝑃𝑄     ⃑ ‖ = 𝑟}為𝑅𝑛中與𝑃距離𝑟的所有點所成的集合。若𝐶與𝐿相交，則存在 𝑡

使得‖𝑃𝐴     ⃑ + 𝑡𝑣⃑‖ = 𝑟，由引理得 ‖𝑃𝐴     ⃑ + 𝑡𝑣⃑‖的最小值為√‖𝑃𝐴     ⃑ ‖
2
‖𝑣 ⃑ ‖2−⟨𝑃𝐴     ⃑ ,𝑣 ⃑ ⟩

2

‖𝑣 ⃑ ‖2 ，故

𝑟 ≥ √‖𝑃𝐴     ⃑ ‖
2
‖𝑣⃑‖2 − ⟨𝑃𝐴     ⃑ , 𝑣⃑⟩

2

‖𝑣⃑‖2
，

故𝑟的最小值為√‖𝑃𝐴     ⃑ ‖
2
‖𝑣 ⃑ ‖2−⟨𝑃𝐴     ⃑ ,𝑣 ⃑ ⟩

2

‖𝑣 ⃑ ‖2 。

用柯西不等式探討:

令𝑃𝐻      ⃑ = 𝑃𝐴     ⃑ + 𝑡𝑣⃑, 𝑡 = −
⟨𝑃𝐴     ⃑ ,𝑣 ⃑ ⟩

‖𝑣 ⃑ ‖2 。由前面討論可知， ⟨𝑃𝐻      ⃑ , 𝑣⃑⟩ = 0。

設𝑄是直線𝐿上一點，則𝑃𝑄     ⃑ = 𝑃𝐴     ⃑ + 𝐴𝑄     ⃑ = 𝑃𝐴     ⃑ + 𝑠𝑣⃑, 𝑠 ∈ 𝑅，得𝑃𝑄     ⃑ = 𝑃𝐻      ⃑ + (𝑠 − 𝑡)𝑣⃑。

利用柯西不等式[2][3]，得

‖𝑃𝑄     ⃑ ‖‖𝑃𝐻      ⃑ ‖ ≥ |⟨𝑃𝑄     ⃑ , 𝑃𝐻      ⃑ ⟩|，

計算

⟨𝑃𝑄     ⃑ , 𝑃𝐻      ⃑ ⟩ = ⟨𝑃𝐻      ⃑ + (𝑠 − 𝑡)𝑣⃑, 𝑃𝐻      ⃑ ⟩ = ⟨𝑃𝐻      ⃑ , 𝑃𝐻      ⃑ ⟩ + ⟨(𝑠 − 𝑡)𝑣⃑, 𝑃𝐻      ⃑ ⟩ = ⟨𝑃𝐻      ⃑ , 𝑃𝐻      ⃑ ⟩ = ‖𝑃𝐻      ⃑ ‖
2
，

故

‖𝑃𝑄     ⃑ ‖ ≥ ‖𝑃𝐻      ⃑ ‖，∀𝑄 ∈ 𝐿。

所以當𝑃𝑄     ⃑ 與直線𝐿的方向向量 𝑣⃑垂直時，‖𝑃𝑄     ⃑ ‖有最小值。
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肆、結語

課本中，解空間中點到直線的距離問題，一般解法都會使用向量內積，而部分版本的

課本則會額外提供正射影或配方法這兩種方法。而本文中共列出 9 種方法討論空間中點

到直線的距離，雖然上述方法不盡相同，但前 4 種皆利用正射影的概念，而後 4 種則利用

求距離最小值的方式求解。

使用解法 1、2、4、5、6 這五種方法，都較為平易近人，相對簡單快速好理解。然而，

使用解法 7 時，為了有合適的條件，須先使用兩次外積做包含直線𝐿且垂直𝑃𝑄     ⃑ 的平面𝐸後，

才能帶入柯西不等式，過程較複雜，且計算出平面後也可以直接計算點𝑃到平面𝐸的距離，

不僅較難想到，也不像解平面上點到直線的距離問題時，利用柯西不等式那麼直覺且迅速。

拉格朗日乘數法可以用來求限制條件下的極值問題，而點到直線的距離問題恰為最小

值問題，故可使用拉格朗日乘數法求解，但須注意的是，該方法只知道極值而已，雖然點

到直線上任意點不會有最大值的問題，但還是需要利用內積為 0 去確認該情況為最小值。

前 7 個解法都屬於高中課綱內的多種應用解法，而後兩者利用到球方程式及拉格朗日

乘數法則非課綱內容，理解與使用請自行斟酌。除了以上幾種方法外，也期待讀者能找到

更多種方法解題。

最後，我們將空間中點到直線問題延伸至𝑅𝑛中，在推廣中，利用向量內積的運算，我

們容易由引理看出第二節中解法 1、2、5、6、8 在本質上是一樣的。然而，由於外積運算

為在𝑅3中特有的性質，因此將範圍推廣至𝑅𝑛時，使用外積概念計算的解法 3、4 無法推廣

至𝑅𝑛中，而解法 7 的解題過程由於使用到從解法 3 獲得的平面，也無法直接推廣至𝑅𝑛中，

不過我們可以利用柯西不等式的向量形式來討論，該方法並無使用外積概念，使得問題在

𝑅𝑛中依舊可以討論。
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