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從「兩個求邊長比問題內在的共通性」

談起

連威翔

Uber Eats 外送合作夥伴

壹、前言

在高中數學學科電子報第143期名為《一對奇特的比例式：由外心面積比逆求三角形

邊長比》的文章[1]中，作者證明了底下的性質：

性質 1：設  Δ𝐴𝐵𝐶 為銳角三角形，外心為  𝑂。令  𝑎 = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ , 𝑏 = 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ , 𝑐 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，且令

Δ𝑂𝐵𝐶: Δ𝑂𝐶𝐴: Δ𝑂𝐴𝐵 = 𝑝: 𝑞: 𝑟,

其中  𝑝, 𝑞, 𝑟 皆大於0，則有

𝑎: 𝑏: 𝑐 = √𝑝(𝑞 + 𝑟 − 𝑝): √𝑞(𝑟 + 𝑝 − 𝑞): √𝑟(𝑝 + 𝑞 − 𝑟). (1)

請參考下圖，其中  𝑂𝐷̅̅ ̅̅ , 𝑂𝐸̅̅ ̅̅ , 𝑂𝐹̅̅ ̅̅ 為  Δ𝐴𝐵𝐶 三邊的中垂線。

圖1

套用[1]文作者的說法，性質 1 的用處在於「由外心與三頂點連線將三角形所分成的

面積比，倒過來求原來三角形三邊長的比」。在[1]文第貳節的第三部分，作者表示其實

在他證明性質 1 的過程中也順便證明了底下的性質：

性質  𝟐：設  𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑥, 𝑦, 𝑧 皆為非零實數，若

𝑝: 𝑞: 𝑟 = 𝑥(𝑦 + 𝑧 − 𝑥): 𝑦(𝑧 + 𝑥 − 𝑦): 𝑧(𝑥 + 𝑦 − 𝑧), (2)

則

𝑥: 𝑦: 𝑧 = 𝑝(𝑞 + 𝑟 − 𝑝): 𝑞(𝑟 + 𝑝 − 𝑞): 𝑟(𝑝 + 𝑞 − 𝑟). (3)
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注意[1]文作者將(2), (3)兩式稱為「一對奇特的比例式」，並以此作為[1]文的標題。

見到性質 2 後，筆者覺得相當新奇，也因此設法找出了性質 2 的另證。

另一方面，在[1]文中作者發表性質 1 的證明之後，接著在高中數學學科電子報第148

期發表另一篇名為《由垂心面積比逆求三角形邊長比》的[2]文，文中利用上述性質 2 搭配

「垂心面積比的邊長公式」(詳見[2]文)介紹了下述性質的證明：

性質  𝟑：設  Δ𝐴𝐵𝐶 為銳角三角形，垂心為  𝐻。令  𝑎 = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ , 𝑏 = 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ , 𝑐 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，且令

Δ𝐻𝐵𝐶: Δ𝐻𝐶𝐴: Δ𝐻𝐴𝐵 = 𝑃: 𝑄: 𝑅,

其中  𝑃, 𝑄, 𝑅 皆大於0，則有

𝑎: 𝑏: 𝑐 = √𝑃(𝑄 + 𝑅): √𝑄(𝑅 + 𝑃): √𝑅(𝑃 + 𝑄). (4)

請參考下圖，其中  𝐴𝐼̅̅ ̅, 𝐵𝐽̅̅ ̅, 𝐶𝐾̅̅ ̅̅ 為  Δ𝐴𝐵𝐶 的三邊上的高。

圖2

筆者猜測，因為先後發表了[1],[2]文的作者使用了在[1]文性質 1 的證明過程中所發現

的性質 2 來證明[2]文中的性質 3，所以在[2]文前言的最後一段，作者表示他寫作[2]文的目

的在於「揭示垂心和外心面積比逆求邊長比問題內在的共通性」，即揭示性質 1 與性質 3

內在的共通性。因為注意到這段話，筆者也對此「內在的共通性」進行了一些研究，發現

其中的關鍵在於證明上述性質 1 的面積比  𝑝: 𝑞: 𝑟 與性質 3 中的面積比  𝑃: 𝑄: 𝑅 中的六個非零

數  𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑃, 𝑄, 𝑅 所滿足的一個比例式。除此之外，筆者也研究了上述的性質 2，並找到兩種

不同的證明方式。

在底下第二節中，筆者將介紹自己研究上述「兩個求邊長比問題內在之共通性」後所

得的結果；接著在第三節中，則將對性質 2 提出兩個證明與一些相關探討供讀者參考。
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貳、兩個求邊長比問題內在的共通性

在[3]文第二節第一部份的後段，作者劉俊傑老師證明了下述公式：

公式 𝟏：設 𝑂為銳角  Δ𝐴𝐵𝐶 的外心，則

                                Δ𝑂𝐵𝐶: Δ𝑂𝐶𝐴: Δ𝑂𝐴𝐵

= 𝑎2(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2): 𝑏2(𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2): 𝑐2(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2). (5)

而發表日期在[3]文之後的[1]文中，作者陳建燁老師也介紹了公式 1，但兩篇文章對公式 1

之結論的寫法有一些差異，此處筆者是採用[1]文的寫法來介紹上述公式。

另一方面，劉老師於[3]文第二節一開始介紹了底下公式的證明：

公式 𝟐：設 𝐻 為銳角  Δ𝐴𝐵𝐶 的垂心，則

                                Δ𝐻𝐵𝐶: Δ𝐻𝐶𝐴: Δ𝐻𝐴𝐵

= (𝑎4 − 𝑏4 + 2𝑏2𝑐2 − 𝑐4): (𝑏4 − 𝑐4 + 2𝑐2𝑎2 − 𝑎4): (𝑐4 − 𝑎4 + 2𝑎2𝑏2  − 𝑏4). (6)

而發表日期在[3]文之後的[2]文中，作者陳建燁老師也介紹了公式 2，但兩篇文章對公式 2

之結論的寫法有一些差異，此處筆者是採用[2]文的寫法來介紹上述公式。

陳老師在[3]文中將公式 2 稱作「垂心面積比的邊長公式」，按照這樣的命名方式，公

式 1 應可稱為「外心面積比的邊長公式」。比較公式 1 與公式 2，可發現兩者的探討方向

類似，只是前者是針對外心，而後者是針對垂心。注意(6)式可改寫為

            Δ𝐻𝐵𝐶: Δ𝐻𝐶𝐴: Δ𝐻𝐴𝐵

= (𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2)(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2): (𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2)(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2): (𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2)(𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2). (7)

介紹完上面的公式 1 與公式 2 之後，接下來我們看下述性質：

性質 𝟒：設 𝑂, 𝐻 分別為銳角  Δ𝐴𝐵𝐶 的外心與垂心，令

Δ𝑂𝐵𝐶: Δ𝑂𝐶𝐴: Δ𝑂𝐴𝐵 = 𝑝: 𝑞: 𝑟, (8)

Δ𝐻𝐵𝐶: Δ𝐻𝐶𝐴: Δ𝐻𝐴𝐵 = 𝑃: 𝑄: 𝑅, (9)

其中 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑃, 𝑄, 𝑅 均為正數，則

𝑝: 𝑞: 𝑟 = (𝑄 + 𝑅): (𝑅 + 𝑃): (𝑃 + 𝑄). (10)

且上式等價於
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𝑃: 𝑄: 𝑅 = (𝑞 + 𝑟 − 𝑝): (𝑟 + 𝑝 − 𝑞): (𝑝 + 𝑞 − 𝑟). (11)

筆者發現，只要先證明性質 4，即可利用它來證明第一節中的性質 1 與性質 3 等價，

如此即可說明性質 1 與性質 3 這兩個由面積比逆求邊長比問題「內在的共通性」。在已知

性質 4 成立的條件下，請讀者參考底下性質 1 與性質 3 等價的證明：

證明：若性質4成立，則可利用(10)式假設

𝑝 = (𝑄 + 𝑅)𝑠, 𝑞 = (𝑅 + 𝑃)𝑠, 𝑟 = (𝑃 + 𝑄)𝑠,

其中 𝑠 > 0，利用第一節性質 1「由外心面積比逆求邊長比公式」的結論(即(1)式)，可寫下

𝑎: 𝑏: 𝑐 = √𝑝(𝑞 + 𝑟 − 𝑝): √𝑞(𝑟 + 𝑝 − 𝑞): √𝑟(𝑝 + 𝑞 − 𝑟)

= 𝑠√(𝑄 + 𝑅)(2𝑃): 𝑠√(𝑅 + 𝑃)(2𝑄): 𝑠√(𝑃 + 𝑄)(2𝑅)

= √𝑃(𝑄 + 𝑅): √𝑄(𝑅 + 𝑃): √𝑅(𝑃 + 𝑄),

如此即得到「垂心面積比逆求邊長比問題」之解答，即證明第一節的性質 3 成立。

另一方面，我們可利用(11)式假設

𝑃 = (𝑞 + 𝑟 − 𝑝)𝑡, 𝑄 = (𝑟 + 𝑝 − 𝑞)𝑡, 𝑅 = (𝑝 + 𝑞 − 𝑟)𝑡,

其中 𝑡 > 0，利用第一節性質 3「由垂心面積比逆求邊長比公式」的結論(即(4)式)，可寫下

𝑎: 𝑏: 𝑐 = √𝑃(𝑄 + 𝑅): √𝑄(𝑅 + 𝑃): √𝑅(𝑃 + 𝑄)

= 𝑡√(𝑞 + 𝑟 − 𝑝)(2𝑝): 𝑡√(𝑟 + 𝑝 − 𝑞)(2𝑞): 𝑡√(𝑝 + 𝑞 − 𝑟)(2𝑟)

= √𝑝(𝑞 + 𝑟 − 𝑝): √𝑞(𝑟 + 𝑝 − 𝑞): √𝑟(𝑝 + 𝑞 − 𝑟).

如此即得到「外心面積比逆求邊長比問題」的解答，即證明第一節的性質 1 成立。至此，

我們就在性質 4 成立的條件下證明了性質 1 與性質 3 等價，證明完畢。

透過上述討論，可知若求得垂心和外心的「由面積比逆求邊長比」兩問題其中之一的

解答(即證明性質 1 與性質 3 其中之一)，則只要利用(10)式或(11)式作推論，另一個問題就

可以迎刃而解，這就說明了兩問題「內在的共通性」，而性質 4 就是建立此「共通性」的

關鍵。

看完上述的證明與相關說明後，讀者應可明白性質 4 的重要性，但我們目前尚未證明

它。因此，底下筆者將為大家介紹性質 4 的兩種不同證明方式，其中第一種證明方式較簡

單，可利用上面介紹之公式 1 與公式 2 的結論來完成，證明如下：
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證明：在銳角  Δ𝐴𝐵𝐶 中，令 𝑎 = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ , 𝑏 = 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ , 𝑐 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，若以性質 4 的(9)式搭配改寫自公式 2 結

論的(7)式，可知

𝑃: 𝑄: 𝑅 = Δ𝐻𝐵𝐶: Δ𝐻𝐶𝐴: Δ𝐻𝐴𝐵

= (𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2)(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2): (𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2)(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2): (𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2)(𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2).

透過上式假設

𝑃 = 𝑡(𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2)(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2),

𝑄 = 𝑡(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2)(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2),

𝑅 = 𝑡(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2)(𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2),

其中 𝑡 > 0，再利用上述三式計算 𝑄 + 𝑅, 𝑅 + 𝑃, 𝑃 + 𝑄，可得

𝑄 + 𝑅 = 2𝑡𝑎2(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2),

𝑅 + 𝑃 = 2𝑡𝑏2(𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2),

𝑃 + 𝑄 = 2𝑡𝑐2(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2).

此時以上述三式搭配公式 1 結論的(5)式與性質 4 的(8)式，可推得

(𝑄 + 𝑅): (𝑅 + 𝑃): (𝑃 + 𝑄)

= 𝑎2(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2): 𝑏2(𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2): 𝑐2(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2) = Δ𝑂𝐵𝐶: Δ𝑂𝐶𝐴: Δ𝑂𝐴𝐵 = 𝑝: 𝑞: 𝑟,

故(10)式成立。而在 (10)式成立的條件下，我們令 𝑝 = (𝑄 + 𝑅)𝑠, 𝑞 = (𝑅 + 𝑃)𝑠, 𝑟 = (𝑃 + 𝑄)𝑠，

其中 𝑠 > 0，即可推得

(𝑞 + 𝑟 − 𝑝): (𝑟 + 𝑝 − 𝑞): (𝑝 + 𝑞 − 𝑟) = 2𝑃𝑠: 2𝑄𝑠: 2𝑅𝑠 = 𝑃: 𝑄: 𝑅,

故(11)式成立；另一方面，在(11)式成立的條件下，仿照上式的推論方式同理可證明(10)式

成立，這部分就留給讀者練習。至此可知(10), (11)兩式等價，故性質 4 證明完畢。

上述對性質 4 的證明，其實是仿照[3]文中證明主要定理(垂心面積比逆求邊長比公式，

即本文第一節公式 2)時所使用的推論方式而寫下。由於上述證明使用了公式 1 與公式 2 的

結論，因此使得其證明過程相當簡短。不難發現，上述證明的手法較偏向代數操作，因此

我們可以問，是否有較具幾何意味的證明方式呢？此外，若不使用公式 1 與公式 2，是否

仍可證明性質 4 呢？

上述兩個問題的答案都是肯定的。底下，筆者將在不使用公式 1 與公式 2 的條件下對

性質 4 介紹一個較具幾何意味的另證。不過在介紹該另證之前，筆者需先介紹兩個重要性

質。其中，第一個性質的敘述及其證明如下：
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性質 𝟓：已知 𝑃 為  Δ𝐴𝐵𝐶 所在平面上的一點，且滿足底下的向量關係式：

ℓ𝑃𝐴     ⃑ + 𝑚𝑃𝐵     ⃑ + 𝑛𝑃𝐶     ⃑ = 0 ⃑ , (12)

其中  ℓ, 𝑚, 𝑛 > 0，則有

Δ𝑃𝐵𝐶: Δ𝑃𝐶𝐴: Δ𝑃𝐴𝐵 = ℓ: 𝑚: 𝑛. (13)

證明：將(12)式等號兩側的向量拿來同時與 𝑃𝐵     ⃑ 做外積，可得

ℓ(𝑃𝐴     ⃑ × 𝑃𝐵     ⃑ ) + 𝑚(𝑃𝐵     ⃑ × 𝑃𝐵     ⃑ ) + 𝑛(𝑃𝐶     ⃑ × 𝑃𝐵     ⃑ ) = 0 ⃑ × 𝑃𝐵     ⃑ .

因為 𝑃𝐵     ⃑ × 𝑃𝐵     ⃑ = 0 ⃑ × 𝑃𝐵     ⃑ = 0 ⃑ 且 𝑃𝐶     ⃑ × 𝑃𝐵     ⃑ = −(𝑃𝐵     ⃑ × 𝑃𝐶     ⃑ )，故上式可改寫為

ℓ(𝑃𝐴     ⃑ × 𝑃𝐵     ⃑ ) = 𝑛(𝑃𝐵     ⃑ × 𝑃𝐶     ⃑ ).

利用上式可推得

ℓ ∙
|𝑃𝐴     ⃑ × 𝑃𝐵     ⃑ |

2
= 𝑛 ∙

|𝑃𝐵     ⃑ × 𝑃𝐶     ⃑ |

2
.

由於兩向量作外積所得之向量其長度之半恰好是原本兩向量所張的三角形面積，因此上式

可改寫為  ℓ ∙ Δ𝑃𝐴𝐵 = 𝑛 ∙ Δ𝑃𝐵𝐶，從而有

Δ𝑃𝐵𝐶: Δ𝑃𝐴𝐵 = ℓ: 𝑛. (14)

接著將(12)式等號兩側的向量同時拿來與 𝑃𝐶     ⃑ 做外積，同理可推得  ℓ ∙ Δ𝑃𝐶𝐴 = 𝑚 ∙ Δ𝑃𝐵𝐶，

從而有

Δ𝑃𝐵𝐶: Δ𝑃𝐶𝐴 = ℓ: 𝑚. (15)

利用(14), (15)兩式，即可推得

Δ𝑃𝐵𝐶: Δ𝑃𝐶𝐴: Δ𝑃𝐴𝐵 = ℓ: 𝑚: 𝑛.

因此(13)式成立，至此性質 5 證明完畢。

而筆者想介紹的第二個重要性質，其敘述與證明如下：

性質 𝟔：已知 𝑃 為  Δ𝐴𝐵𝐶 內部的一點，且

 Δ𝑃𝐵𝐶: Δ𝑃𝐶𝐴: Δ𝑃𝐴𝐵 = ℓ: 𝑚: 𝑛,
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其中  ℓ, 𝑚, 𝑛 > 0，則有

ℓ𝑃𝐴     ⃑ + 𝑚𝑃𝐵     ⃑ + 𝑛𝑃𝐶     ⃑ = 0. (16)

證明：延長  𝐴𝑃̅̅ ̅̅ , 𝐵𝑃̅̅ ̅̅ , 𝐶𝑃̅̅ ̅̅ 假設分別交  𝐵𝐶̅̅ ̅̅ , 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ , 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 於  𝐷, 𝐸, 𝐹，請參考下圖。

圖3

由性質 6 的前提可知  Δ𝑃𝐵𝐶: Δ𝑃𝐶𝐴 = ℓ: 𝑚，因此可推得

𝐹𝐵̅̅ ̅̅ : 𝐹𝐴̅̅ ̅̅ = Δ𝐹𝐵𝐶: Δ𝐹𝐴𝐶 = (
𝐶𝐹̅̅̅̅

𝐶𝑃̅̅ ̅̅
× Δ𝑃𝐵𝐶) : (

𝐶𝐹̅̅̅̅

𝐶𝑃̅̅ ̅̅
× Δ𝑃𝐴𝐶) = Δ𝑃𝐵𝐶: Δ𝑃𝐴𝐶 = ℓ: 𝑚.

利用上式的條件可寫下

𝐶𝐹     ⃑ =
ℓ

ℓ + 𝑚
𝐶𝐴     ⃑ +

𝑚

ℓ + 𝑚
𝐶𝐵     ⃑ . (17)

另一方面，依照性質 6 的前提假設

Δ𝑃𝐵𝐶 = ℓ𝑘, Δ𝑃𝐶𝐴 = 𝑚𝑘, Δ𝑃𝐴𝐵 = 𝑛𝑘,

其中  𝑘 > 0，由於  Δ𝑃𝐵𝐹: Δ𝑃𝐴𝐹 = 𝐹𝐵̅̅ ̅̅ : 𝐹𝐴̅̅ ̅̅ = ℓ: 𝑚，因此可推得

Δ𝑃𝐴𝐹 =
𝑚

ℓ + 𝑚
Δ𝑃𝐴𝐵 =

𝑚

ℓ + 𝑚
× 𝑘𝑛.

觀察圖3中的  Δ𝑃𝐴𝐹, Δ𝑃𝐴𝐶，利用上式可寫下

𝑃𝐹̅̅ ̅̅ : 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ = Δ𝑃𝐴𝐹: Δ𝑃𝐴𝐶 = (
𝑚

ℓ + 𝑚
× 𝑛𝑘) : 𝑚𝑘 = 𝑛: (ℓ + 𝑚),

而上式就告訴我們

 𝐶𝐹̅̅ ̅̅ : 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ = (𝑃𝐶̅̅ ̅̅ + 𝑃𝐹̅̅ ̅̅ ): 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ = (ℓ + 𝑚 + 𝑛): (ℓ + 𝑚).
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以上式的條件搭配(17)式，即可推得

𝐶𝑃     ⃑ =
ℓ + 𝑚

ℓ + 𝑚 + 𝑛
𝐶𝐹     ⃑ =

ℓ

ℓ + 𝑚 + 𝑛
𝐶𝐴     ⃑ +

𝑚

ℓ + 𝑚 + 𝑛
𝐶𝐵     ⃑

=
ℓ

ℓ + 𝑚 + 𝑛
(𝑃𝐴     ⃑ − 𝑃𝐶     ⃑ ) +

𝑚

ℓ + 𝑚 + 𝑛
(𝑃𝐵     ⃑ − 𝑃𝐶     ⃑ ).

取上式的頭尾同時乘上  ℓ + 𝑚 + 𝑛，整理後即得

ℓ𝑃𝐴     ⃑ + 𝑚𝑃𝐵     ⃑ + 𝑛𝑃𝐶     ⃑ = 0,

因此(16)式成立，至此性質 6 證明完畢。

上述的性質 5，其實是筆者參考數學傳播季刊[4]文中的公式 2 後將其改寫而得，注意

此處對性質 5 的證明方式與[4]文不同(註 1)。而性質 6 則是將性質 5 的前提與結論對調後，

加上  𝑃 為  Δ𝐴𝐵𝐶 內部一點為新前提之條件而得的命題。

有了性質 5 與性質 6 之後，筆者介紹性質 4 的另證如下：

證明：令銳角  Δ𝐴𝐵𝐶 的三邊  𝐵𝐶̅̅ ̅̅ , 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ , 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 的中點分別為  𝐷, 𝐸, 𝐹，連接  𝐷𝐸̅̅ ̅̅ , 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ , 𝐹𝐷̅̅ ̅̅ 後，作  Δ𝐷𝐸𝐹 三

邊上的高並設三高交於  Δ𝐷𝐸𝐹 的垂心  𝐻′，如下圖。

圖4

上圖其實是筆者仿照數學傳播季刊[6]文裡的圖一所繪製，參考在[6]文圖一下方作者

的說法，可知圖 4 中  Δ𝐷𝐸𝐹 垂心  𝐻′ 同時也是  Δ𝐴𝐵𝐶 之外心  𝑂。

接著我們回到原本的銳角  Δ𝐴𝐵𝐶，畫出其三中線  𝐴𝐷̅̅ ̅̅ , 𝐵𝐸̅̅ ̅̅ , 𝐶𝐹̅̅ ̅̅ 並連接  𝐷𝐸̅̅ ̅̅ , 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ , 𝐹𝐷̅̅ ̅̅ 後，結果

如下圖所示。
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圖5

注意上圖在[6]文裡的圖二也曾出現，引用在[6]文圖二下方作者的說法，可知上圖中

「𝐺 為  Δ𝐴𝐵𝐶 和  Δ𝐷𝐸𝐹 的共同重心，由相關位置可以看出  Δ𝐷𝐸𝐹 是  Δ𝐴𝐵𝐶 繞重心  𝐺 旋轉 180°

之後再縮小一半的結果」。在這樣的看法之下，我們有底下三式：

𝐺𝐷     ⃑ = −
1

2
𝐺𝐴     ⃑ , 𝐺𝐸     ⃑ = −

1

2
𝐺𝐵     ⃑ , 𝐺𝐹     ⃑ = −

1

2
𝐺𝐶     ⃑ .

因此可知

𝐺𝐴     ⃑ = −2𝐺𝐷     ⃑ , (18)

𝐺𝐵     ⃑ = −2𝐺𝐸     ⃑ , (19)

𝐺𝐶     ⃑ = −2𝐺𝐹     ⃑ . (20)

以上六式其實是我們在國中時所學過的一個幾何性質，即圖 5 中重心  𝐺 在  Δ𝐴𝐵𝐶 三中

線上的位置滿足  𝐺𝐴̅̅ ̅̅ = 2𝐺𝐷̅̅ ̅̅ , 𝐺𝐵̅̅ ̅̅ = 2𝐺𝐸̅̅ ̅̅ , 𝐺𝐶̅̅ ̅̅ = 2𝐺𝐹̅̅ ̅̅ 。接著，請讀者參考筆者仿照[6]文的圖三而

繪製的下圖。

圖6

注意上圖包含了圖 4 與圖 5 裡面的一些重要資訊，其中  𝑂, 𝐺, 𝐻 分別為  Δ𝐴𝐵𝐶 的外心、

重心與垂心。根據[6]文圖三底下所介紹的內容，我們知道圖 6 中  𝑂, 𝐺, 𝐻 三點落在同一條直
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線上，此直線稱為  Δ𝐴𝐵𝐶 的尤拉線，其中 𝐺 點落在 𝐻𝑂̅̅ ̅̅ 上的位置滿足 𝐺𝐻̅̅ ̅̅ = 2𝐺𝑂̅̅ ̅̅ 。因此，我

們有底下的關係式：

𝐺𝐻      ⃑ = −2𝐺𝑂     ⃑ . (21)

接下來，我們準備利用前面已知或已推得的條件證明性質 4。先回顧性質 4 前提之

(8), (9)兩式，首先由(9)式知

Δ𝐻𝐵𝐶: Δ𝐻𝐶𝐴: Δ𝐻𝐴𝐵 = 𝑃: 𝑄: 𝑅.

由於垂心 𝐻 在銳角  Δ𝐴𝐵𝐶 的內部且 𝑃, 𝑄, 𝑅 三數均正，因此利用性質 6 搭配上式可推得

𝑃𝐻𝐴      ⃑ + 𝑄𝐻𝐵      ⃑ + 𝑅𝐻𝐶     ⃑ = 0 ⃑ . (22)

注意上式可改寫為

𝑃(𝐺𝐴     ⃑ − 𝐺𝐻      ⃑ ) + 𝑄(𝐺𝐵     ⃑ − 𝐺𝐻      ⃑ ) + 𝑅(𝐺𝐶     ⃑ − 𝐺𝐻      ⃑ ) = 0 ⃑ ,

利用(18), (19), (20), (21)四式，可將上式再改寫為

𝑃(−2𝐺𝐷     ⃑ + 2𝐺𝑂     ⃑ ) + 𝑄(−2𝐺𝐸     ⃑ + 2𝐺𝑂     ⃑ ) + 𝑅(−2𝐺𝐹     ⃑ + 2𝐺𝑂     ⃑ ) = 0 ⃑ .

對上式等號兩側同時乘上  −
1

2
，可得

𝑃(𝐺𝐷     ⃑ − 𝐺𝑂     ⃑ ) + 𝑄(𝐺𝐷     ⃑ − 𝐺𝑂     ⃑ ) + 𝑅(𝐺𝐹     ⃑ − 𝐺𝑂     ⃑ ) = 0 ⃑ ,

因此有

𝑃𝑂𝐷      ⃑ + 𝑄𝑂𝐸     ⃑ + 𝑅𝑂𝐹     ⃑ = 0 ⃑ . (23)

觀察圖 6，由於 𝐷, 𝐸, 𝐹 分別為 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ , 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ , 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 的中點，因此有底下三式：

𝑂𝐷      ⃑ =
1

2
(𝑂𝐵     ⃑ + 𝑂𝐶     ⃑ ), 𝑂𝐸     ⃑ =

1

2
(𝑂𝐶     ⃑ + 𝑂𝐴     ⃑ ), 𝑂𝐹     ⃑ =

1

2
(𝑂𝐴     ⃑ + 𝑂𝐵     ⃑ ).

將上述三式代入(23)式，整理後可得

𝑄 + 𝑅

2
𝑂𝐴     ⃑ +

𝑅 + 𝑃

2
𝑂𝐵     ⃑ +

𝑃 + 𝑄

2
𝑂𝐶     ⃑ = 0 ⃑ .

注意上式中
𝑄+𝑅

2
,
𝑅+𝑃

2
,
𝑃+𝑄

2
三係數均正，因此在上式的條件下利用性質 5 可推得
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Δ𝑂𝐵𝐶: Δ𝑂𝐶𝐴: Δ𝑂𝐴𝐵 = (
𝑄 + 𝑅

2
) : (

𝑅 + 𝑃

2
) : (

𝑃 + 𝑄

2
) = (𝑄 + 𝑅): (𝑅 + 𝑃): (𝑃 + 𝑄).

最後以上式搭配(8)式的條件，即得

𝑝: 𝑞: 𝑟 = Δ𝑂𝐵𝐶: Δ𝑂𝐶𝐴: Δ𝑂𝐴𝐵 = (𝑄 + 𝑅): (𝑅 + 𝑃): (𝑃 + 𝑄).

故(10)式成立，且同理可證明(10), (11)兩式等價，至此我們再次證明了性質 4 成立。

參、性質 𝟐的證明

對於第一節所介紹之內含「一對奇特的比例式」的性質 2，此處筆者介紹其證明如下：

證明：以性質 2 前提中 𝑝, 𝑞, 𝑟 三數非零的條件搭配(2)式，首先可知底下三數皆為非零實數：

𝑦 + 𝑧 − 𝑥, 𝑧 + 𝑥 − 𝑦, 𝑥 + 𝑦 − 𝑧.

觀察(2)式後，我們可假設

𝑋 = 𝑦 + 𝑧 − 𝑥, 𝑌 = 𝑧 + 𝑥 − 𝑦, 𝑍 = 𝑥 + 𝑦 − 𝑧,

因此知 𝑋, 𝑌, 𝑍 三數均非零。注意我們有

𝑌 + 𝑍 = 2𝑥, 𝑍 + 𝑋 = 2𝑦, 𝑋 + 𝑌 = 2𝑧,

因此在(2)式成立的條件下，可知

𝑝: 𝑞: 𝑟 = 2𝑥(𝑦 + 𝑧 − 𝑥): 2𝑦(𝑧 + 𝑥 − 𝑦): 2𝑧(𝑥 + 𝑦 − 𝑧) = (𝑌 + 𝑍)𝑋: (𝑍 + 𝑋)𝑌: (𝑋 + 𝑌)𝑍,

而利用上式可再推得

(𝑞 + 𝑟 − 𝑝): (𝑟 + 𝑝 − 𝑞): (𝑝 + 𝑞 − 𝑟) = 2𝑌𝑍: 2𝑍𝑋: 2𝑋𝑌. (24)

由於 𝑋, 𝑌, 𝑍 三數均非零，因此利用以上五式可推得

𝑝(𝑞 + 𝑟 − 𝑝): 𝑞(𝑟 + 𝑝 − 𝑞): 𝑟(𝑝 + 𝑞 − 𝑟) = (𝑌 + 𝑍)2𝑋𝑌𝑍: (𝑍 + 𝑋)2𝑋𝑌𝑍: (𝑋 + 𝑌)2𝑋𝑌𝑍

= (𝑌 + 𝑍): (𝑍 + 𝑋): (𝑋 + 𝑌) = 2𝑥: 2𝑦: 2𝑧 = 𝑥: 𝑦: 𝑧,

故(3)式成立，至此性質 2 證明完畢。

除了上述的證明方法外，接著筆者介紹性質 2 的一個另證如下：
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證明：以性質 2 前提中 𝑝, 𝑞, 𝑟 三數均非零的條件搭配 (2)式，可知底下三數均為非零實數：

𝑦 + 𝑧 − 𝑥, 𝑧 + 𝑥 − 𝑦, 𝑥 + 𝑦 − 𝑧.

觀察(2)式後，我們可假設

𝑋 = 𝑦 + 𝑧 − 𝑥, 𝑌 = 𝑧 + 𝑥 − 𝑦, 𝑍 = 𝑥 + 𝑦 − 𝑧,

𝑃 = 𝑞 + 𝑟 − 𝑝, 𝑄 = 𝑟 + 𝑝 − 𝑞, 𝑅 = 𝑝 + 𝑞 − 𝑟,

因此知 𝑋, 𝑌, 𝑍 三數均非零。注意我們有

𝑌 + 𝑍 = 2𝑥, 𝑍 + 𝑋 = 2𝑦, 𝑋 + 𝑌 = 2𝑧,

𝑄 + 𝑅 = 2𝑝, 𝑅 + 𝑃 = 2𝑞, 𝑃 + 𝑄 = 2𝑟,

其中 𝑄 + 𝑅, 𝑅 + 𝑃, 𝑃 + 𝑄 均不為零，因此在(2)式成立的條件下，我們有

2𝑝: 2𝑞: 2𝑟 = 2𝑥(𝑦 + 𝑧 − 𝑥): 2𝑦(𝑧 + 𝑥 − 𝑦): 2𝑧(𝑥 + 𝑦 − 𝑧).

而上式可改寫為

(𝑄 + 𝑅): (𝑅 + 𝑃): (𝑃 + 𝑄) = (𝑌 + 𝑍)𝑋: (𝑍 + 𝑋)𝑌: (𝑋 + 𝑌)𝑍 = (𝑍𝑋 + 𝑋𝑌): (𝑋𝑌 + 𝑌𝑍): (𝑌𝑍 + 𝑍𝑋).

利用上式的條件，我們令

𝑄 + 𝑅 = (𝑍𝑋 + 𝑋𝑌)𝑡, 𝑅 + 𝑃 = (𝑋𝑌 + 𝑌𝑍)𝑡, 𝑃 + 𝑄 = (𝑌𝑍 + 𝑍𝑋)𝑡,

其中 𝑡 ≠ 0，則可先推得 𝑃 + 𝑄 + 𝑅 = (𝑋𝑌 + 𝑌𝑍 + 𝑍𝑋)𝑡，再搭配以上三式求得

𝑃 = 𝑌𝑍𝑡, 𝑄 = 𝑍𝑋𝑡, 𝑅 = 𝑋𝑌𝑡.

由於 𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑡 四數均非零，因此由以上三式知 𝑃, 𝑄, 𝑅 三數均非零，且利用以上三式可先推

得 𝑃: 𝑄: 𝑅 = 𝑌𝑍: 𝑍𝑋: 𝑋𝑌 =
1

𝑋
:

1

𝑌
:

1

𝑍
，再推得

𝑃𝑋: 𝑄𝑌: 𝑅𝑍 = 1: 1: 1. (25)

由上式可知 𝑋: 𝑌: 𝑍 =
1

𝑃
:

1

𝑄
:

1

𝑅
= 𝑄𝑅: 𝑅𝑃: 𝑃𝑄，因此有

(𝑌 + 𝑍): (𝑍 + 𝑋): (𝑋 + 𝑌) = (𝑅𝑃 + 𝑃𝑄): (𝑃𝑄 + 𝑄𝑅): (𝑄𝑅 + 𝑅𝑃) = (𝑄 + 𝑅)𝑃: (𝑅 + 𝑃)𝑄: (𝑃 + 𝑄)𝑅.

而上式可改寫為

2𝑥: 2𝑦: 2𝑧 = 2𝑝(𝑞 + 𝑟 − 𝑝): 2𝑞(𝑟 + 𝑝 − 𝑞): 2𝑟(𝑝 + 𝑞 − 𝑟),
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利用上式即可推得(3)式成立，至此性質 2 證明完畢。

上述性質 2 的兩個證明，皆是在(2)式成立的條件下證明(3)式成立。不過，請注意(3)

式的寫法剛好是將 (2)式中的 𝑝, 𝑞, 𝑟 與 𝑥, 𝑦, 𝑧 互調之後的結果，故我們可再次利用性質 2 在

(3)式成立的條件下推得(2)式成立。透過以上說明，我們知道性質 2 中的(2), (3)兩式等價，

因此有底下的性質：

性質 𝟕：設 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑥, 𝑦, 𝑧 皆為非零實數，則底下兩式等價：

𝑝: 𝑞: 𝑟 = 𝑥(𝑦 + 𝑧 − 𝑥): 𝑦(𝑧 + 𝑥 − 𝑦): 𝑧(𝑥 + 𝑦 − 𝑧), (26)

𝑥: 𝑦: 𝑧 = 𝑝(𝑞 + 𝑟 − 𝑝): 𝑞(𝑟 + 𝑝 − 𝑞): 𝑟(𝑝 + 𝑞 − 𝑟). (27)

此外，注意以上述性質 2 第一個證明中的(24)式搭配原本 𝑋, 𝑌, 𝑍 的假設，可推得

(𝑞 + 𝑟 − 𝑝)(𝑦 + 𝑧 − 𝑥): (𝑟 + 𝑝 − 𝑞)(𝑧 + 𝑥 − 𝑦): (𝑝 + 𝑞 − 𝑟)(𝑥 + 𝑦 − 𝑧) = 2𝑌𝑍𝑋: 2𝑍𝑋𝑌: 2𝑋𝑌𝑍

= 1: 1: 1.

而上式其實就是上述性質 2 第二個證明中的(25)式。因此，我們知道性質 2 中的六個非零

數 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑥, 𝑦, 𝑧 滿足

(𝑞 + 𝑟 − 𝑝)(𝑦 + 𝑧 − 𝑥) = (𝑟 + 𝑝 − 𝑞)(𝑧 + 𝑥 − 𝑦) = (𝑝 + 𝑞 − 𝑟)(𝑥 + 𝑦 − 𝑧).

這是個有趣的結果，其中上式中六個括號內的表達式均非零。事實上，我們可證明底下的

性質成立：

性質 𝟖：已知 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑥, 𝑦, 𝑧 皆為非零實數且滿足

𝑝: 𝑞: 𝑟 = 𝑥(𝑦 + 𝑧 − 𝑥): 𝑦(𝑧 + 𝑥 − 𝑦): 𝑧(𝑥 + 𝑦 − 𝑧), (28)

則有

(𝑞 + 𝑟 − 𝑝)(𝑦 + 𝑧 − 𝑥) = (𝑟 + 𝑝 − 𝑞)(𝑧 + 𝑥 − 𝑦) = (𝑝 + 𝑞 − 𝑟)(𝑥 + 𝑦 − 𝑧), (29)

且上式中六個小括號內的表達式均非零。

證明：由性質 8 前提之中(28)式成立的條件可知(26)式成立，因此利用性質 7 可推得(27)式

成立，接著我們可利用(26), (27)兩式推得

(𝑦 + 𝑧 − 𝑥): (𝑧 + 𝑥 − 𝑦): (𝑥 + 𝑦 − 𝑧) =
𝑝

𝑥
:
𝑞

𝑦
:
𝑟

𝑧
,

(𝑞 + 𝑟 − 𝑝): (𝑟 + 𝑝 − 𝑞): (𝑝 + 𝑞 − 𝑟) =
𝑥

𝑝
:
𝑦

𝑞
:
𝑧

𝑟
.
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利用以上兩式，即可推得

(𝑞 + 𝑟 − 𝑝)(𝑦 + 𝑧 − 𝑥): (𝑟 + 𝑝 − 𝑞)(𝑧 + 𝑥 − 𝑦): (𝑝 + 𝑞 − 𝑟)(𝑥 + 𝑦 − 𝑧) =
𝑥

𝑝
∙
𝑝

𝑥
:
𝑦

𝑞
∙
𝑞

𝑦
:
𝑧

𝑟
∙
𝑟

𝑧
= 1: 1: 1,

故(29)式成立，至此性質 8 證明完畢。

本節最後，筆者想分享一個小問題供讀者思考。這個問題是：若我們將性質 8 的前提

與結論對調，則可得到一個新的命題，而此新命題是否會成立呢？至於這個問題的解答，

就留給有興趣的讀者自行思考並設法研究看看。

肆、結語

當初發現[1],[2]兩篇作品後，便對這兩篇文章探討的主題感到相當有興趣，因此便開

始進行相關的研究。本文寫作的目的，是希望以[1],[2]文既有的研究成果為基礎，進一步

提出自己的研究成果供讀者參考。幸運的是，因為用上[4],[5]文中的研究成果，筆者才能

寫出第二節中性質 4 的第二個證明。至於第三節內容的寫作動機，主要是筆者想對第一節

的性質 2 介紹兩個使用變數變換技巧來完成的證明，並另外作一些延伸探討。

回顧本文第一節與第二節的內容，可發現[2]文應是本文探討內容之源頭。在此，筆者

要感謝本文參考文獻的作者陳建燁、劉俊傑、阮瑞泰與張海潮四位老師(依參考文獻順序)，

因為有他們傑出的作品發表在先，才會促成本文的誕生。

註 1：先前筆者曾對數學傳播[4]文中的公式 2 寫下了一個另證並撰文投稿數學傳播季刊，

雖然該次投稿最後並未被接受，但審稿者在審稿意見中介紹了使用外積證明該公式的簡潔

證法。因此在本文中，筆者也使用該方法用來證明第二節中的性質 5，注意性質 5 其實是

[4]文之公式 2 的特例。
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