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中學生通訊解題第四十九期題目參考解答及評註 
臺北市立建國高級中學  數學科 

 

 

 
已知正整數 , ,a b c 滿足

2 2 2 42 9 8a b c ab b c+ + + < + + ，  

求 , ,a b c 的值。  
 

參考解答：  
2 2 2 42a b c+ + +  ＜  9 8ab b c+ + ，  

2 2 2 43a b c+ + +  ≤  9 8ab b c+ +  

即 ( ) ( )
2

2 21 3 06 4
42

a b b c+ + =− − −
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

則 3, 6 , 4a b c= = =  

 

解題評注  

答 對 者 的 解 法 中 幾 乎 都 是 把 原 不 等

式直接配方，然後對 a、b、c 可能的直做

通盤的討論而得出結果。這是同學們普遍

的想法，然而就解答所提供的思考是由整

數的次序性，再配合配方法就很容易看出 

a、b、c 的值了。 

 

 

 

 

設 n 為正奇數，證明 :使等式 

2 2 21 2
...

1 3 3 5 (2 1) (2 1)

1 1 1
[ ... ]
1 3 3 5 (2 1) (2 1)

n

n n

p
n n

+ + +
⋅ ⋅ − ⋅ +

= + + +
⋅ ⋅ − ⋅ +

 

成立的 p 必為整數。  

 

參考解答：  

【簡答】  

p=
2

1+n
 

 

【詳答】  

1. 整理右式：  

Q 
1 1 1 1

( )
(2 1) (2 1) 2 2 1 2 1n n n n

= −
− ⋅ + − +

 

∴ 右式= 

1 1 1 1 1 1
[( ) ( ) ... ( )]

2 1 3 3 5 2 1 2 1

p

n n
− + − + + −

− +
 

=
1 1

( )
2 1 2 1 2 1

p np

n n
− =

+ +
 

 

2.整理左式：  

[拆項法一 ]：  
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2 2

2( 2 1 ) ( 2 1 ) 4 1
1 1

[1 ]
4 ( 2 1 ) ( 2 1 )

1 1 1 1
[1 ( ) ]

4 2 2 1 2 1

n n

n n n

n n

n n

=
− ⋅ + −

= +
− ⋅ +

= + −
− +

 

∴ 左式= 

1 1 1 1 1 1 1 1
[1 ( ) ] [1 ( ) ]

4 2 1 3 4 2 3 5
1 1 1 1

. . . [1 ( ) ]
4 2 2 1 2 1n n

+ − + + −

+ + + −
− +

 

=
1 1 1 1 ( 1)

[ ( )]
4 2 1 2 1 2 ( 2 1)

n n
n

n n

+
+ − =

+ +
 

 

[拆項法二 ]：  
2 2 21

( )
(2 1) (2 1) 2 2 1 2 1

n n n

n n n n
= −

− ⋅ + − +
 

∴ 左式= 

2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 2 2 3 3
[ ... ]

2 1 3 3 5 5 7 2 1 2 1

n n

n n
− + − + − + + −

− +
 

=
2 2 2 2 2 2 2 21 1 2 1 3 2 ( 1)

[ ... ]
2 1 3 5 2 1 2 1

n n n

n n

− − − −
+ + + + −

− +

=
21 ( 1)

[ )]
2 2 1 2 ( 2 1)

n n n
n

n n

+
− =

+ +
 

 

[拆項法三 ]：  

2 1
1 1(2 1) (2 1) (2 )(2 )

1 1 1 1
[ ] [ ]1 14 2 2 4 2 1 2 1

n

n n n n
n n

n nn n

=
− ⋅ + − +

= + = +
− + − +

 

 

∴ 左式= 

1 1 1 2 2 3 1
[ ( ) ( ) ... ( ) ]

4 1 3 3 5 5 2 1 2 1 2 1

n n n

n n n

−
+ + + + + + + +

− − +
 

1 1
[1 1 1 1... 1 ] [ ]

4 2 1 4 2 1

n n
n

n nn
= + + + + + = +

+ +1442443
個

( 1)

2(2 1)

n n

n

+
=

+
 

 

[拆項法四 ]：  

左式= 

1 1 1
[ ... ]
1 3 3 5 ( 2 1) ( 2 1)n n

+ + +
⋅ ⋅ − ⋅ +

 

+3
1 1 1

[ ... ]
3 5 5 7 (2 1) (2 1)n n

+ + +
⋅ ⋅ − ⋅ +

 

+5
1 1 1

[ ... ]
5 7 7 9 (2 1) (2 1)n n

+ + +
⋅ ⋅ − ⋅ +

 

+…+
1

( 2 1 ) [ ]
( 2 1 ) ( 2 1 )

n
n n

−
− ⋅ +

 

1 1 1 1 1 1 1
= [( ) 3( ) 5( )

2 1 2 1 3 2 1 5 2 1
1 1

... (2 1)( )]
2 1 2 1

n n n

n
n n

− + − + −
+ + +

+ + − −
− +

 

21 1 3 5 ... (2 1) 1
= [ ] [ ]

2 2 1 2 2 1

n n
n n

n n

+ + + + −
− = −

+ +

( 1 )

2 ( 2 1 )

n n

n

+
=

+
 

 

[拆項法五 ]：  
2 1 ( 1) ( 1)

[ ]
(2 1) (2 1) 2 2 1 2 1

n n n n n

n n n n

+ −
= −

− ⋅ + + −
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∴ 左式= 

1 2 6 2 ( 1) ( 1)
[( 0) ( ) ... ( )]

2 3 5 3 2 1 2 1

n n n n

n n

+ −
− + − + + −

+ −

=
( 1)

2 ( 2 1)

n n

n

+

+
 

 

[數學歸納法 ]：  

先代數字觀察出左式

=
2 2 21 2

...
1 3 3 5 (2 1) (2 1)

n

n n
+ + +

⋅ ⋅ − ⋅ +
=

( 1)

2(2 1)

n n

n

+

+
 

 

，再利用數學歸納法證明  

(1) 觀察部份略  

(2)  1. 當 n=1 時，

21

1 3⋅
=

1 2

2 3

⋅

⋅
原式成立  

2. 設 n=k 時原式成立，即  

2 2 21 2 ( 1)
... =

1 3 3 5 (2 1) (2 1) 2(2 1)

k k k

k k k

+
+ + +

⋅ ⋅ − ⋅ + +
 

3. 當 n=k+1 時，  

2 2 2 21 2 ( 1)
[ ... ]
1 3 3 5 (2 1) (2 1) (2 1) (2 3)

k k

k k k k

+
+ + + +

⋅ ⋅ − ⋅ + + ⋅ +
 

2( 1) ( 1)
=

2(2 1) (2 1) (2 3)

( 1)
[ (2 3) 2( 1)]

2(2 1) (2 3)

k k k

k k k

k
k k k

k k

+ +
+

+ + ⋅ +

+
= + + +

+ ⋅ +

 

( 1)
= ( 2 1)( 2 )

2 ( 2 1) ( 2 3)

k
k k

k k

+
+ +

+ ⋅ +
 

=
( 1)( 2)

2(2 3)

k k

k

+ +

+
原式成立，故由數學歸納法

得證。  

3. 因此
( 1)

2 ( 2 1)

n n

n

+

+
=

2 1

n p

n +
 ⇒  p=

1

2

n +
 

由於 n 為正奇數，故 p 必為整數。  

 

解題重點：  

1. 方法一：分式級數拆項及對消的運用。 

2. 方法二：觀察級數一般式，再利用數學

歸納法證明猜測結果正確。  

3. 本題除拆項法五為參考答案外，其餘各

拆 項 法 及 數 學 歸 納 法 為 參 與 徵 答 同 學

所提供之作法。  

 

 

 

 

甲、乙兩人輪流在 11×11 的方格表中

放棋子，每人每次只能放一個棋子。  

甲先開始，可以將棋子放在任何一個這樣

的空格中：該格所在的行與列中已經被放

棋子的總數為偶數；乙後放棋子，必須將

棋子放在任何一個這樣的空格中：該格所

在 的 行 與 列 中 已 經 被 放 棋 子 的 總 數 為 奇

數。誰不能再放入棋子，就算誰輸。請問：

誰有必勝策略？  

 

參考解答：  

甲有必勝策略！ 

先佔領中心方格 A，然後採用對稱策略： 

若乙在中心列某方格 B 放棋子，甲就在中心

列上關於 A 與 B 對稱的方格 B/ 中放棋子。

若乙在中心列以外的某方格 C 放棋子，甲就

在關於中心列與 C 對稱的方格 C/ 中放棋子。 
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1 2

A'

Q'

Q

P O

A
B

解題評注：  

本題作法只需說明依照策略，乙下完

棋子之後，甲必定可再繼續下，再加上棋

盤數為奇數即可得到結論。  

 

 

 

 

 
已知圓 O 和兩點 A、B，求作圓 O 的直徑

PQ ，使 AP = BQ  

O

B
A

 

參考解答：  
作法：  

1. 在 AO
uuur

上取一點 A′，使 AO = AO ′  

2. 作 BA′ 之中垂線，交圓 O 於 Q(與 Q′) 

3. 連 OQ 交圓 O 於 P，則 PQ 即為所求  
 
證明：  

∵ AO = AO ′， OP = OQ ，∠1=∠2  
∴△AOP ≅ △A′OQ (SAS 性質 ) 

⇒ AP = QA′ = BQ  

 

 

 

 

 

 

解題重點：  

這是一個對稱性概念的作圖題，作 A

或 B 關於圓心 O 的稱點都可以。詳細的作

法與證明如上述。  

 

 

 

 

 

(367367 + 762762)×123123 的個位數為？  

 

參考解答：  

71 → 7，72 → 9，73 → 3，74 → 1   

⇒ 四循環；而 367÷4 餘 3  

∴ 367367 的個位數為 3 

21 → 2，22 → 4，23 → 8，24 → 6   

⇒ 四循環；而 762÷4 餘 2  

∴ 762762 的個位數為 4 

31 → 3，32 → 9，33 → 7，34 → 1   

⇒ 四循環；而 123÷4 餘 3  

∴ 762762 的個位數為 7 

⇒（367367 + 762762）×123123   

⇒（3＋4）×7=49   

∴  的個位數為 9 

 
解題重點：  
這 是 一 個 數 論 的 基 本 題 ， 很 容 易 湊 出 答

案。詳細的作法與證明如上述。  
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