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給迴歸直線另一個證明 
楊健民 

臺北市立第一女子高級中學 

在統計上，以最小平方法求迴歸直線

時，我們常用的方法有配方法與偏微分，

配方法非常的麻煩，而偏微分高中生又還

沒學到，因此在此篇論文中，我將用高中

生所學習過的柯西不等式來尋找迴歸直

線。  

 

一、預備知識  
1.標準差：設一組抽樣資料 nxxx ,,, 21 K ，

則其標準差 (或稱樣本標準差 )簡寫成

S，定義為  
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2.相關係數：對兩組具相異性質 X 與 Y 的

資料數據  

X 1x  2x  … nx  

Y 1y  2y  … ny  

當 1x , 2x ,…, nx 不 盡 相 同 ， 而 且

1y , 2y ,…, ny 也不盡相同時，X 與 Y 之間

的相關係數為  
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其中 x 為 x 的平均數， y 為 y 的平均

數， xS 為 x 的標準差， yS 為 y 的標準差。 

3.最小平方法：對所給定的有限多個數對

),(,),,(),,( 2211 nn yxyxyx L ，要求出一個

線型函數 g(x)＝a+bx，使得誤差 (殘差 )

的平方和  
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為最小。  

4.最適合直線（迴歸直線）：就幾何意義來

說，我們把 ),(,),,(),,( 2211 nn yxyxyx L 看成

是坐標平面上的點，然後找出一條直線

y＝a+bx，使得 n 段鉛垂線段的長度平方

和為最小。在經濟學與統計學中，這條

直線通常稱為迴歸直線；此處，我們稱

之為最適合直線。  
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   Y      
y=a+bx

         ),( 22 yx 　       
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5.柯西不等式：  

設 nn bbbaaa ,,,,,,, 2121 LL 是 2n 個實數，則
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當等號成立時，若 naaa ,,, 21 L 不全為

零，則必有一實數 λ 存在，使得  

nn ababab λλλ === ,,, 2211 L  

 

二、研究動機  
嘗試以不同的方法來探討迴歸直線

之求法。  

 

三、研究過程  
證 明 ： (1)Y 對 X 的 最 適 合 直 線 為

)( xx
S
S

ryy
x

y −⋅=− 。  

(其中 r 為 x, y 之相關係數 ) 

(2)迴歸線之方程式為：  
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＜證明＞  

（ 1）對於任意給定的 nxxx ,,, 21 L , 3≥n ,

我 們 可 以 找 到 nkkk ,,, 21 L 使 得
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由柯西不等式可得  
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因此 1
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由 (甲 ) xbya −= 代入 (乙 )得  
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令 1,, −=== CbBaA  

因此齊次方程組  
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有非零解  

)1,,(),,( −= baCBA  

∑∑∑

∑∑

===

==
⇔

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

yxxx

yxn

yx

11

2

1

11

1
=0 

⇔ 0

　　　

　　　

1

111

2

11
=

∑∑∑

∑∑

===

==
n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
i

xyxx

nyx

yx
 

 

四、結語  
數學研究的最高理想是希望將複雜

的事物簡單化，但在由複雜變成簡單的過

程中，需要多少的預備知識與新知識的形

成，因此若能用已學習過的現有知識去嘗

試不同的證明，即使不能變得更完美，也

是一大樂事，在此提供此一證明供大家參

考；最後，感謝陳昭地教授的不吝指正。  


