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中學生通訊解題第三十六期題目參考解答及評註 
臺北市立建國高級中學  數學科 

 

 

 

試 找 出 所 有 滿 足 下 列 條 件 的 所 有 含

有十個位數的數的個數。  

(1)各個位數不相同；  

(2)可以被 11111 整除。  

 

參考解答：  

假設 A＝ abcdefghij ，  

其中 a,b,c,d,e,f,g,h,I,j ∈{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

且互異。  

∵11111∣A 

且 a＋b＋c＋d＋e＋ f＋g＋h＋ i＋ j 

＝0＋1＋2＋3＋4＋5＋6＋7＋8＋9＝45 

所以 9∣A，又因為  (11111,9)＝1 

⇒ 99999∣A  

⇒ abcdefghij ＝ fghijabcde +×100000  

＝ fghijabcdeabcde ++×99999 ，則必有

99999∣ fghijabcde+ 。  

顯然， fghijabcde+ 不可能等於 199998，

否 則 fghijabcde = ＝ 99999， 與 位 數 互 異

矛盾。當然更大就更不可能。  

所以， fghijabcde+ 只可能等於 99999。  

因此，我們有：  

a＋f＝b＋g＝c＋h＝d＋i＝e＋j＝9，也就

是說，a 與 f、b 與 g、c 與 h、d 與 i、f 與

j，決定了其中之一，另一個就跟著決定。

而且 a 不能為 0，因而只能有 9 個選擇，b

有 8 個選擇，  c 有 6 個選擇，d 有 4 個選

擇，e 有 2 個選擇  。故共有 9×8×6×4×2＝

3456 個合條件的數字。  

 

解題評註：  

這 個 題 目 是 一 個 只 要 用 基 本 的 整 數

的性質就可以解出的題目，不需很多的數

學知識，但要一點推理的能力。  

 

 

 

 

請 用 一 張 正 方 形 的 紙 張 摺 出 一 個 最

大的內接正三角形（三角形的頂點在正方

形的邊上）。  

說 明 你 的 摺 法 並 證 明 這 個 摺 法 所 摺

的正三角形是最大的。  

 

問題編號  
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參考解答：  

如右圖：  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
正三角形的面積最大的充要條件為邊

長最大。  

    設△EFG 為正方形 ABCD 的最大內接

正三角形，則所有內接正三角的邊長均不

超過 EF。  

令 x＝AE，y＝BF，則 EF2＝ (y－x)2＋AB2。  

又因為 x,y 均不為負，欲使 EF 最大，

則必 x＝0。否則，  EF 不可能最大。這說

明了要得到一個正方形的最大內接正三角

形，一定要有一個正三角形的頂點落在正

方形的頂點上。在這個條件下去決定 y 的

取值。  

    設△AHI 為所求的最大正三角形，則

易知△ABH 與△ADI 全等。⇒∠DAI＝∠

HAB＝15o。因此我們只要能將邊 AB 以及

AD 向內折出 15o 即可。  

以下是我們的折法：  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(1) 先折出兩條中線 EF、KL 

(2) 將 AB 折向 AG，使 G 落在 EF 上，折

痕為 AJ。  

易知∠GAB＝30o，且∠JAB＝15o。  

(3) 同理：可以得到折痕 AI。  

(4) 再沿 I、J 折出一條折痕 IJ，則△AIJ

為所求。  

    

解題評註：  

平 面 摺 紙 的 問 題 大 多 是 由 作 圖 題 轉

化而來，而幾何中的作圖題又需要不錯的

分析能力。本題前半段的敘述大部分是在

作分析的工作，分析完畢，題目大致已經

獲得解決了。  

 

 

 

 

設矩形 PQRS 的內部有一個與他相似

的 矩 形 ABCD ， E 、 F 、 G 、 H 分 別 是

DSCRBQAP ,,, 的 中 點 ， 求 證 ： EFGH 與

PQRS 也相似。  

問題編號  
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參考解答：  

 

 

 

 

 

 

 

如圖：  

假 設 rBCABQRPQ :1:: == ， 連 QCBP, ， 並 分

別取其中點 M、N。  

∵ FN
r

BC
r

ABEM 1
2
1

2
1

=== ，且 FNEM ⊥ 。  

又 GN
r

QR
r

PQFM 1
2
1

2
1

=== ，且 GNFM ⊥ 。  

∴  ∠EMF＝∠FNG。⇒ △EMF～△FNG  

⇒ FG
r

EF 1
= ，且 FGEF ⊥ 。  

同理， FH
r

EF 1
= ，且 FHEF ⊥ 。  

∴ 矩形 EFGH～矩形 ABCD～矩形 PQRS。 

 

解題評註：  

這 個 題 目 是 由 一 個 全 國 數 學 能 力 競

賽題目改編的，原題是正方形。同學在看

完了詳解後，是否可以也試試改寫題目，

例如 ABCD 不一定要在 PQRS 內，或者矩

形可以變為平行四邊形，或整個問題用三

角形來命題，則情形又如何？  
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。試比較 a，b，c 的大小。  

 

參考解答：  
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(2) 可以將 a 寫成  
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而將 c 寫成

)
2005

1
2004

1()
2003

1
2002

1()
5
1

4
1()

3
1

2
1(1 −−−++−−−+=c

)
20052004

1()
20032002

1()
20
1()

6
1(1

×
−

×
++−+=  

當然可以明顯地看出 c > a，所以，

a,b,c 的大小關係為  c > a＝b。  
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解題評註：  

這是一題巧算題。  

 

 

 

 

在一個 100 × 100 的方格紙上的格中

任意填入整數，滿足相鄰兩格的數字的差

不超過 20。  

求證：其中必定存在某數被寫了 3 次。  

 

參考解答：  

由 這 個 方 陣 的 左 上 角 的 格 中 開 始 填

入數字，直到右下角。相鄰格中的數字差

不超過 20，則這個方陣數字差的最大可能

為：20× 198＝  3960 

這 表 示 無 論 如 何 填 數 字 ， 最 多 只 有

3961 個相異的數字可填，而 100 × 100 方

陣共有 10000 格，根據鴿籠原理，至少有

一個數字被填了 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

3961
10000

＋1＝3 次。  

解題評註：  

這是一道典型的鴿籠原理的問題，無

論同學用直接證法，或反證法，都不能跳

脫這個原理。作答的同學不多，只有 7 人，

讓人相當意外。  

                                             

註：此為第三十六期更新版題目解答與評析。 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 
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