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壹、霍普夫纖維化簡介

我們知道一個「圓」就是平面上的物件，「球面」就是三維空間中的物件。數學家定

義 n- 球 面 (n-sphere) 是 n+1 維 歐 氏 空 間 的 球 面 ， 半 經 為 1 的 n- 球 面 ， 記 為

}1|{ 1 =∈= + xRxS nn
，其中 R 為實數集合， 1+⊂ nn RS ， 1

121 ),,,,( +
+ ∈= n

nn Rxxxxx L ,

2

1

22

2
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1 +++++= nn xxxxx L ，球面方程式為 1
2

1
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設 23: SSh → ， )),(2),(2(),,,( 2222 dcbaadbcbdacdcbah −−+−+= ， 其 中

12222 =+++ dcba ， h稱為霍普夫（Hopf map）映射（Zamboj，2021 ）。

霍普夫映射有下列性質(Hopf，1935 及 Pinkall， 1985)：

(一) h為連續的映成（surjective）映射。

(二) 若 2),,( Szyx ∈ ，則 ),,(1 zyxh− 是 3S 的大圓，稱為霍普夫纖維（Hopf fiber）。

(三) 任意兩纖維都不相交，是鏈結（linked）且平行的（parallel）。

(四) 所有的纖維的聯集，就是 3S 。

(五) 設 Γ為 2S 上的任意封閉曲線（closed curve），則 )(1 Γ−h 稱為 3S 中的霍普夫輪環面

（Hopf torus）。

由於 32123 )(,)( SShSSh == − ，透過霍普夫映射，利用稱為纖維的圓（ 1S ）及球面（ 2S ）

來 描 述 歐 氏 四 維 空 間 中 3S 及 其 中 的 物 件 ， 稱 為 霍 普 夫 纖 維 化 。 2S 上 的 點 坐 標為

))cos(,)sin()sin(),cos()(sin(),,( ϕϕϕ uuzyx = 其 中 πϕπ ≤≤≤≤ 0,20 u ， ϕ 為 天 頂 角

(zenith)， u 為方位角(azimuth)。對應纖維圓的參數式( t 為參數)為
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，其中 πϕ ≤≤0 ， π2,0 ≤≤ ut (Zamboj，2021，P839)

圓鏈結是指兩個不共平面的圓，互相穿過對方的內部，但不相交。設
21,ΓΓ 為空間曲

線，若
1Γ 上任一點至

2Γ 上點的最短距離都相等為 d，且
2Γ 上任一點至

1Γ 上點的最短距離

也都是 d，則稱此兩曲線平行（或說兩曲線處處等距），霍普夫纖維的鏈結及平行（證明

參看 Gluck，1986）。圖 1 展示的就是四維空間中 2 條，及 4 條纖維互不相交且兩兩鏈結

的纖維，以 )1,0,0,0( 為球北極，透過極球平面投影（Stereographic projection），投影至三維

空間的圖形（參看：林，民 112），極球平面投影是一個保角變換（comformal map），可

將球面圓映射為圓或直線，緯線圓映射成延伸的複數平面上以原點為中心的同心圓，過北

極點的球面圓映射成直線，經線圓映射成過原點的直線。由於此投影是一對一映成映射，

故其鏈結的狀況仍然維持，但平行則未必，因為投影並非保距變換。圖一右圖中的鉛直線

為 2S 北極點對應的纖維圓（通過 ∞點）；兩圖中藍色圓為南極點(0,0,0,-1)對應的纖維，其

中任意兩圓都是鏈結的。

圖一：兩條及四條纖維兩兩互相鏈結的圖形

圖二左圖其實是 40-20 輪環多面體,這是正 20 邊形繞中心軸，旋轉角

40,,2,1,
40

2
L=⋅ ii

π
，並連接對應頂點而得的圖形。當多面體是圓時，旋轉一圈而得的
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軌跡曲面，就是輪環面，圖 2 右圖是纖維化的霍普夫輪環面從四維空間投影到三維空間

時的圖像，它是球面赤道圓上的點對應的纖維群。

圖二：三維空間中的輪環面(圖左)；纖維化的霍普夫輪環面投影至三維空間的圖形(圖右)。

貳、數學算板中 2S 上霍普夫纖維化的實踐

圖三展示的是 2S 上霍普夫纖維化的探索程式。

圖三： 2S 上霍普夫纖維化的探索程式
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在此程式環境中，我們可以看到兩個坐標系統，右邊的是可移動及旋轉的三維空間系

統，呈現的是 2S 球面，球半徑為 1。左邊的是建立在可旋轉三維空間坐標系上的四維空間

呈現系統（林，民 112），我們將四維空間物件投影至此坐標系統上。兩個坐標軸都都可

透過按鈕「軸點」呈現三軸的單位點，單位點可控制整個系統的單位長。按鈕「歸正」可

恢復至旋轉前的起始位置。利用畫面上的按鈕及數學算板的選單，我們可以探索霍普夫纖

維化的各種性質。我們可以選取或作出球面上的任一點（或同時選取球面上多個點），透

過按鈕「增新纖維」，依點的顏色畫出此點對應的同色纖維，圖 3 畫面中間的纖維圖就是

右方球面圓上點群對應的纖維群，目前的投影選項是「極球平面投影」（P26 會討論此按

鈕的其他選項）。若點是球面上的可動點，移動這些點，其對應的纖維就會做相應的位置

變化。按鈕「秀藏新建圖形」，可展示或隱藏新建圖形。新建的圖形也可以透過按鈕「清

除新增」來清除新建纖維以便重新建立新纖維（選擇要刪除的纖維對應點，再按鈕加以刪

除，或 Shift 按鈕刪除全部新增）。

目前畫面上的圖形，是程式的內建圖形之一，我們也可以利用按鈕「秀藏內建圖形」

來展示或隱藏內建圖形，方便觀察新建圖形，或同時呈現內建及新建圖形加以比較，隱藏

內建圖形，建立少數條新纖維投影，可以觀察纖維鏈結且不相交的狀況。圖 3 的內建圖形

作法是：在球面上，取一個自由點 A，作出它的球面反向點（antipodal point），再作出直

徑，並在直徑上取一個動點 B，過 B 作一垂直直徑的平面，與球面交於一圓。在此圓上我

們作出正多邊形頂點（第一頂點為旋轉控制點），依點顏色作出對應的纖維，內定的位置

是 A 點在南極，B 點在球心，此時圓為赤道圓，變動 B 點位置可將圓作緯度變化，觀察維

度線上點構成的輪環面。B 點在南極時，圖形（纖維輪環）本應收縮成赤道圓（xy 平面單

位圓）,因圓已不存在，點亦不存在，故圖形消失。點 B 由南極向北移動時，纖維輪環上

下延伸且向外擴張，到達北極點時，輪環纖維延伸擴展至 ∞而成一條直線。圖四展示的是

B 點接近南極時的面相，圖五是 B 點接近北極點時的面相。前面圖 2 是 B 點在球心時的

纖維圖，圖五之一展示緯線圓纖維投影由北極向南極看時的樣貌(上視圖)。

圖四：B 點接近南極時的面相
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圖五：B 點接近北極時的面相

圖五之一：緯度圓纖維投影的另一樣貌（上視圖，由北極向南極看時的圖形）

圖五之二展示的是三條緯度圓上點纖維同時畫出的投影圖（三層不相交的的霍普夫輪

環面投影，此投影是三維空間輪環面），取的纖維數均為 25，取的點數多纖維會更密集。

注意：這些纖維圓在三維單位球面（包含於四維空間）上都是互相平行且兩兩鏈結的（證

明參看 Gluck，1986），圖中展示的是它們在三維空間的極球平面投影，投影得到的圓，

在三維空間中，是不相交且是兩兩鏈結的，但並不平行。
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圖五之二：三層的不相交的霍普夫輪環面

A 點若離開南極點，圓將不再是緯度線，配合 B 點的移動，可成球面上的任一圓。

圖六展示 A 點不在南極點，B 點在球心的一個面相。圖七是 A 點不在南極，B 點不在球心

時的一個面相。

圖六：A 不在南極點，B 點在球心時的一個面相。

圖七：A 不在南極點，B 點不在球心時的一個面相
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圖八是內建圖形之二（取程式時，同時按 Shift），一個像似把手狀的圖形。這是可變

動的經線上的點對應的纖維投影圖。在球面赤道圓上取一個半自由點 A，過 A 作出球面經

線。將移動 A 點就可改變經線的位置，而相應的纖維也會改變。事實上，經線的 XY 旋轉

（A 點在赤道圓上的移動），恰為對應纖維群在四維空間中的 XY 旋轉。

圖八：內建纖維圖之二：經線點對應纖維

有關程式「霍普夫纖維化 I」的簡介、不同緯度線或經度線上的點對應的纖維投影圖，

參看影片 1(https://youtu.be/U8PRRs8Xej0 )。點與纖維對應及纖維鏈結投影圖觀察，參看

影片 2(https://youtu.be/Ne7DQXUr9OU )。

不論是新建或內建圖形，任何一個輪環面相均可透過「三維坐標軸的旋轉」從四面八

方來觀察其不同的樣貌（在坐標中心點 100 光點的範圍內以滑鼠拖曳）。我們也可利用四

維坐標的選項按鈕「旋轉」來觀察物件在四維空間六種主旋轉 XY、XZ、YZ、XW，YW、

ZW，及三種等角旋轉（XY|ZW,XZ|YW,YZ|XW，Isoclinic Rotation），或任意「等角的」主

旋轉乘積之動態圖形變換，選取選項之後按「動畫」按鈕可自動作該旋轉，或以滑鼠移動

程式畫面上左邊圓上的θ動點，以手動操作改變旋轉角度作觀察（林，民 112）。

觀察霍普夫輪環面「四維旋轉」投影而得的圖形，我們發現它們其實也是某些霍普夫

輪環面的樣貌之一。圖九中右圖是 XZ 經線對應的纖維群（其投影圖為圖三），旋轉 45 度

的投影圖。它與左圖：緯線赤道圓對應的纖維投影圖的一個樣貌（圖三輪環面放平），兩

者樣貌是相同的。其實圖六及圖七也是與 Z 軸相關的四維旋轉的一個樣貌。這就是我們後

面因此觀察現象而加以討論的「旋轉纖維化」（註：這是作者提出來的名詞）。
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圖九：在緯線為赤道圓（左圖）及 XZ 經線（右圖），其對應纖維在 XW 旋轉 0 度及

45 度時投影圖的比較。

不只是圓，球面上的任意封閉曲線的反像也是霍普夫輪環面。圖十，圖十一展示的是

分別是球面 3 葉及 7 葉正弦曲線上點的纖維投影圖的兩個樣貌，左圖為上視圖（三維空間

由 z 軸正向沿 z 軸向 xy 平面投影,xy 平面是螢幕平面)，數學算板可提供上、下、左、右、

前、後的六視圖（林，民 107.pp47）選項按鈕（圖三的最後一個按鈕）。數學算板可製作

n-葉球面正弦曲線，並取點作出相應的纖維（也是霍普夫輪環面）投影圖。數學算板提供

了輸入葉數的輸入框，可改變輸入的葉數（函數的週期數），圖形會作相應的改變。

圖十：三葉球面正弦曲線纖維的兩個樣貌
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圖十一：七葉球面正弦曲線纖維的兩個樣貌

球面正弦曲線（spherical sinousoid)的參數式為
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，其中 r 為球半徑，k 為振幅，n 為週期數。

圖十一之一展示的是球面螺線上的點的纖維投影圖，它在三維空間的圖形狀像是立體

的「螺」。由於它並非球面上的封閉曲線，故所呈現的圖形應不算是霍普夫輪環面。

圖十一之一：球面螺線上的點的纖維投影圖
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林（民，112）曾展示畢安奇-平克婁輪環面的三維投影圖（曲面式的呈現），我們將

其作管狀纖維式的呈現，其與球面正弦曲線的投影圖在葉數及形狀對應上雷同，如圖十二

所示。由於這個程式是獨立的程式，在動態展示上相當輕便，可按鈕直接令其轉動，

圖十二展示的是 3 葉及 7 葉的上視圖。圖十二之一展示的是 5 葉 YW 旋轉 140.4 度時的一

個樣貌。

圖十二：畢安奇-平克婁輪環面管狀顯示的上視圖。

圖十二之一：畢安奇-平克婁輪環面 YW 旋轉 140.4 度的一個樣貌
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數學算板中圖三的「呈現纖維比例」輸入框，可直接輸入小於 1 的正小數展示新建

或內建的全部或部分纖維，「部分呈現」可協助觀察圖形的內部。圖十三展示的就是兩層

的輪環面展示 85%纖維的樣貌。此小數值會與圖中「呈現比例」點（線段上的點）互動。

在線段上移動此點，其數值會呈現在輸入框中。圖形纖維也會依比例呈現。動態移動「呈

現比例」點，程式會依序由第一點至最後一點態畫出每一纖維，展示圖形「生成」的過程。

程式展示的纖維圖，也均可透過四維「旋轉」選擇按鈕，作動態的旋轉。

圖十三：兩層的輪環面呈現 85%纖維的投影圖

圖十三之一展示的是一個緯線圓、一個過北極點的圓及另一個球面圓，它們對應的纖

維構成三個兩兩鏈結輪環面的投影圖。它們是透過隨機調整圓心、半徑並作 YW 旋轉而得

的。

圖十三之一：三個不相交球面圓上點對應的兩兩鏈結纖維輪環面投影而得的的圖形
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參、數學算板上延伸複平面上霍普夫纖維化的實踐

考慮延伸的複數平面 }{1 ∞∪= CC ，由於 21 SC ≅ ，因此我們也可以在 1C 上取點或取

封閉曲線上的點群加以纖維化。圖十四展示延伸複平面霍普夫纖維化程式畫面。其按鈕功

能與圖三大致相同。只是右方展示的是延伸的複平面。其方框可有可無。

圖十四：延伸複平面霍普夫纖維化畫面

延伸複平面霍普夫程式內建的圖形是以 A 為圓心，B 為半徑點的圓，B 點是以 A 為

始點，向右的射線上的動點。移動 A 時，整個圓會移動，但半徑不變。B 移動時圓心不動，

但圓及半徑會改變。圓上的點群對應到四維空間的纖維，投影成中間的圖形。目前 A 在原

點上，B 在 )0,1.1( 的位置。由於黎曼球面透過「極球平面映射」與延伸複平面形成等價，

球面上的經線圓就是複平面上過原點的直線，球面上的緯線圓就是過原點的同心圓，球面

圓對應到平面上圓。數學算板透過「極平面球映射」將 1C 上取得的點或點群，轉換為 2S

上的點群，纖維化後再投影而得圖形。雖然取得的「映射點」之間距有異，相對於 2S ，我

們比較容易在平面上畫出封閉曲線（尤其是多邊形），且取得其上定數量的等距點。由於

封閉曲線對應到封閉曲線，因此得到的纖維圖仍為輪環面。圖十四之一展示的圓與正三角

形上點的相應纖維輪環面投影圖的上視圖。可以看出球面圓上緯線圓，及延伸複平面上以

原點為圓心的圓，點纖維投影的上視圖是一樣的（與圖五之一比較）。圖十五展示的是正
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六邊形上的點及其構成的纖維投影的兩個樣貌，左邊圖形是將中間的圖形的上視圖。圖十

五之一展示的是六尖內擺線上點對應的纖維投影的兩個樣貌，左圖示上視圖。

圖十四之一：圓與正三角形點纖維投影的上視圖

圖十五：正六邊形上的點及其構成的纖維投影的兩個樣貌（左為上視圖）

圖十五之一：六尖內擺線上點對應纖維投影的兩個樣貌（左為上視圖）
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圖十五之二：五尖外擺線上點對應纖維投影的兩個樣貌（左為上視圖）

圖十五之三展示的是 3 葉及 8 葉玫瑰線對應纖維的投影上視圖。顯然中心為原點的玫

瑰線因通過原點，每一葉對應纖維投影都會包含 XY 平面上的單位圓（原點對應的纖維投

影）。

圖十五之三：3 葉及 8 葉玫瑰線對應纖維的投影上視圖

圖十六展示正七邊形與內部一圓上的點，及其對應的
7

6
纖維投影而得的雙層圖形，

圖十六：正七邊形與內部一圓上的點，及其對應的
7

6
纖維投影而得的雙層圖形
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同樣地，所有製作出來的四維空間纖維都可透過四維旋轉點，作四維旋轉並觀察其在

三維空間投影的狀態。圖十七展示圖十六作 YW45 度旋轉而得的圖形。部分圓因取點的密

度不足，有角狀的呈現。密度愈大，動態的效果愈差。

圖十七：圖 16 作 YW45 度旋轉而得的圖形

數學算板也提供手繪曲線取點功能，圖十八展示的是在內建圓之外，另新建一封閉曲

線，取點作纖維後得到的圖形。取點間距不均勻，纖維間距較雜亂。

圖十八：兩層的霍普夫輪環面投影。

圖十九展示 4 個圓在不同位置時，形成四個兩兩鏈結的纖維輪環面投影圖。多邊形離

原點愈遠，多邊形的折角現象就愈不清楚。圖二十可比較看出正方形的轉角扭曲集中在原

點附近。
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圖十九：三圓一方的纖維投影圖

圖二十：三圓一方的投影圖（比較方的位置）

【待 續】


