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使用三角學的方法證明三道不等式 

連威翔 

壹、前言  

在數學傳播季刊中同屬一位作者的 [1],[2]兩篇文章的最後，作者丁遵標老師以兩文章

所探討得到的主要結果搭配尤拉不等式  𝑅𝑅 ≥ 2𝑟𝑟 後，分別推論得  

𝑎𝑎2

ℎ𝑏𝑏
2 + ℎ𝑐𝑐

2 +
𝑏𝑏2

ℎ𝑐𝑐
2 + ℎ𝑎𝑎

2 +
𝑐𝑐2

ℎ𝑎𝑎
2 + ℎ𝑏𝑏

2 ≥ 2,                                                  (1) 

�
𝑎𝑎2

ℎ𝑏𝑏
2 + ℎ𝑐𝑐

2 ≥
8

27
,                                                                        (2) 

其中  𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 分別為  ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 中  ∠𝐴𝐴,∠𝐵𝐵,∠𝐶𝐶 的對邊長度，而  ℎ𝑎𝑎,ℎ𝑏𝑏,ℎ𝑐𝑐 分別是  ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 長度為  𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 之

三邊上的高，𝑅𝑅, 𝑟𝑟 分別為  ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 的外接圓半徑與內切圓半徑。注意(2)式不等號左邊的寫法

使用了迴圈積的符號  Π，注意(2)式的原始寫法是  

𝑎𝑎2

ℎ𝑏𝑏
2 + ℎ𝑐𝑐

2 ×
𝑏𝑏2

ℎ𝑐𝑐
2 + ℎ𝑎𝑎

2 ×
𝑐𝑐2

ℎ𝑎𝑎
2 + ℎ𝑏𝑏

2 ≥
8

27
.                                                (3) 

此外，在丁老師於數學傳播季刊所發表的另一篇大作 [3]中，作者兩度提到不等式  

sin𝐴𝐴 + sin𝐵𝐵 + sin𝐶𝐶 ≤
3√3

2
                                                              (4) 

的證明是容易的，但是並未寫下證明。  

筆者對上面出自 [1],[2],[3]三文的不等式(1), (3), (4)感到有興趣，並且試著找出它們的

另證或證明。有趣的是，筆者研究過後發現(1), (3), (4)這三個不等式都可以利用同一個性

質來證明，該性質如下：  

性質 1：∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 三內角的正弦值滿足  

0 < sin2 𝐴𝐴 + sin2 𝐵𝐵 + sin2 𝐶𝐶 ≤
9
4

.                                                         (5) 

在底下第二節中，筆者將先介紹性質 1 的證明，接著則會依序介紹如何使用包含性質

1 在內的三角學工具來證明(1), (3), (4)這三個不等式。  
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貳、三道不等式的證明  

在介紹第一節性質 1 的證明之前，我們先看底下的性質及其證明：  

性質 2：  ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 三內角的餘弦值滿足  

cos2 𝐴𝐴 + cos2 𝐵𝐵 + cos2 𝐶𝐶 + 2 cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶 = 1.                                          (6) 

證明：由於三角形的內角和為  𝜋𝜋，利用餘弦補角性質與和角公式，我們可寫下  

cos𝐶𝐶 = cos[𝜋𝜋 − (𝐴𝐴 + 𝐵𝐵)] = − cos(𝐴𝐴 + 𝐵𝐵) = − cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 + sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵, 

因此有  

cos𝐶𝐶 + cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 = sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵. 

上式等號兩邊取平方後，可繼續推得下式：  

cos2 𝐶𝐶 + cos2 𝐴𝐴 cos2 𝐵𝐵 + 2 cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶 = sin2 𝐴𝐴 sin2 𝐵𝐵 = (1 − cos2 𝐵𝐵)(1 − cos2 𝐵𝐵)

= 1 − (cos2 𝐴𝐴+cos2 𝐵𝐵) + cos2 𝐴𝐴 cos2 𝐵𝐵, 

取上式的頭尾，化簡後可得  

cos2 𝐴𝐴+cos2 𝐵𝐵 + cos2 𝐶𝐶 + 2 cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶 = 1, 

因此(6)式成立，性質 2 證明完畢。  

    有了性質 2 之後，接下來我們看性質 1 的證明如下：  

證明：我們將分開證明(5)式右半邊與左半邊成立。首先，注意(5)式的右半邊可改寫為  

3 − (cos2 𝐴𝐴 + cos2 𝐵𝐵 + cos2 𝐶𝐶) ≤
9
4

, 

上式化簡後可得  

cos2 𝐴𝐴 + cos2 𝐵𝐵 + cos2 𝐶𝐶 ≥
3
4

.                                                              (7) 

利用性質 2 的恆等式(6)，若我們能證明  

cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶 ≤
1
8

,                                                                      (8) 

即可推得  

cos2 𝐴𝐴 + cos2 𝐵𝐵 + cos2 𝐶𝐶 = 1 − 2 cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶 ≥ 1 −
1
4

=
3
4

,                              (9) 

因此(7)式成立，從而可反推得(5)式的右半邊成立，故接下來推論的重點將放在如何證明

(8)式成立。由於三角形的三內角中至多只會有一個角是直角或鈍角，因此接下來我們可

分成兩種情況進行討論以證明(8)式成立，討論如下：  

(a) 若  ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 的三內角中恰有一個是直角或鈍角，不妨假設  ∠𝐴𝐴 為直角或鈍角，則  ∠𝐵𝐵,∠𝐶𝐶 
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為銳角，因此可知  cos𝐴𝐴 ≤ 0, cos𝐵𝐵 > 0, cos𝐶𝐶 > 0，這表示有  

cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶 ≤ 0 <
1
8

, 

因此在本情況下(8)式成立。  

(b) 若  ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 的三內角均為銳角，則  cos𝐴𝐴 , cos𝐵𝐵 , cos𝐶𝐶 均為正數，此時利用餘弦定理知  

cos𝐴𝐴 =
𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 − 𝑎𝑎2

2𝑏𝑏𝑏𝑏
,   cos𝐵𝐵 =

𝑐𝑐2 + 𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2

2𝑐𝑐𝑐𝑐
,   cos𝐶𝐶 =

𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 − 𝑐𝑐2

2𝑎𝑎𝑎𝑎
, 

而由上述三式可推得  𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 − 𝑎𝑎2, 𝑐𝑐2 + 𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2,𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 − 𝑐𝑐2 三數均正。將上述

cos𝐴𝐴 , cos𝐵𝐵 , cos𝐶𝐶 的表達式代入(8)式，可得  

(𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 − 𝑎𝑎2)(𝑐𝑐2 + 𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2)(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 − 𝑐𝑐2)
8𝑎𝑎2𝑏𝑏2𝑐𝑐2

≤
1
8

,                                   (10) 

上式經整理後可得與(8)式等價的下式：  

(𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 − 𝑎𝑎2)(𝑐𝑐2 + 𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2)(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 − 𝑐𝑐2) ≤ 𝑎𝑎2𝑏𝑏2𝑐𝑐2.                              (11) 

觀察上式後，我們令  𝑆𝑆 = 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 − 𝑎𝑎2,𝑇𝑇 = 𝑐𝑐2 + 𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2,𝑈𝑈 = 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 − 𝑐𝑐2，則可知在本情

況下  𝑆𝑆,𝑇𝑇,𝑈𝑈 三數均正，且此時有  

𝑇𝑇 + 𝑈𝑈
2

= 𝑎𝑎2,
𝑈𝑈 + 𝑆𝑆

2
= 𝑏𝑏2,

𝑆𝑆 + 𝑇𝑇
2

= 𝑐𝑐2, 

故我們可將(11)式改寫為  

𝑇𝑇 + 𝑈𝑈
2

∙
𝑈𝑈 + 𝑆𝑆

2
∙
𝑆𝑆 + 𝑇𝑇

2
≥ 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆.                                                          (12) 

我們可利用算幾不等式來證明上式，過程如下：  

𝑇𝑇 + 𝑈𝑈
2

∙
𝑈𝑈 + 𝑆𝑆

2
∙
𝑆𝑆 + 𝑇𝑇

2
≥ √𝑇𝑇𝑇𝑇 ∙ √𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ √𝑆𝑆𝑆𝑆 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆, 

因此知(12)式成立，即(8)式也成立。  

綜合以上 (a),(b)兩情況的討論結果，可知對於任意的  ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 而言(8)式恆成立，從而可反推

得(7)式與(5)式的右半邊成立。  

另一方面，由於  ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 三內角的大小落在  (0,𝜋𝜋) 這個開區間內，因此知  sin𝐴𝐴 , sin𝐵𝐵 , sin𝐶𝐶 

三數均正，這就表示  sin2 𝐴𝐴 + sin2 𝐵𝐵 + sin2 𝐶𝐶 > 0，因此(5)式的左半邊成立，此時再搭配上一

段的討論結果可知(5)式成立，至此性質 1 證明完畢。  

完成性質 1 的證明後，接著筆者一口氣介紹(1), (3), (4)三式的證明，如下：  

證明：為了證明(1), (3)兩式，請先參考下圖：  
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圖 1 

上圖中  𝐴𝐴𝐴𝐴����,𝐵𝐵𝐵𝐵����,𝐶𝐶𝐶𝐶���� 為  ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 的三高，對比在(1)式中所使用的符號，我們知道  

𝐵𝐵𝐵𝐵���� = 𝑎𝑎,     𝐶𝐶𝐶𝐶���� = 𝑎𝑎,     𝐴𝐴𝐴𝐴���� = 𝑐𝑐,      𝐴𝐴𝐴𝐴���� = ℎ𝑎𝑎,     𝐵𝐵𝐵𝐵���� = ℎ𝑏𝑏,     𝐶𝐶𝐶𝐶���� = ℎ𝑐𝑐 . 

接著觀察圖 1 中的  ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴,∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴,∆𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵,∆𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵,∆𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶,∆𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 這六個直角三角形，可知  

sin𝐴𝐴 =
𝐵𝐵𝐵𝐵����
𝐴𝐴𝐴𝐴����

=
𝐶𝐶𝐶𝐶����
𝐶𝐶𝐶𝐶����

, sin𝐵𝐵 =
𝐶𝐶𝐶𝐶����
𝐵𝐵𝐵𝐵����

=
𝐴𝐴𝐴𝐴����
𝐴𝐴𝐴𝐴����

, sin𝐶𝐶 =
𝐴𝐴𝐴𝐴����
𝐶𝐶𝐶𝐶����

=
𝐵𝐵𝐵𝐵����
𝐵𝐵𝐵𝐵����

, 

以(1)式中所用的符號將上述三式的右半邊改寫後，可得  

sin𝐴𝐴 =
ℎ𝑏𝑏
𝑐𝑐

=
ℎ𝑐𝑐
𝑏𝑏

, sin𝐵𝐵 =
ℎ𝑐𝑐
𝑎𝑎

=
ℎ𝑎𝑎
𝑐𝑐

, sin𝐶𝐶 =
ℎ𝑎𝑎
𝑏𝑏

=
ℎ𝑏𝑏
𝑎𝑎

. 

利用上述三式，我們可將(1)式不等號左邊的式子改寫如下：  

(1)左式 =
1

�ℎ𝑏𝑏
𝑎𝑎
�
2

+ �ℎ𝑐𝑐
𝑎𝑎
�
2 +

1

�ℎ𝑐𝑐
𝑏𝑏
�
2

+ �ℎ𝑎𝑎
𝑏𝑏
�
2 +

1

�ℎ𝑎𝑎
𝑐𝑐
�
2

+ �ℎ𝑏𝑏
𝑐𝑐
�
2            

=
1

sin2 𝐵𝐵 + sin2 𝐶𝐶
+

1
sin2 𝐶𝐶 + sin2 𝐴𝐴

+
1

sin2 𝐴𝐴 + sin2 𝐵𝐵
, 

因此可知(1)式等價於下式：  

1
sin2 𝐵𝐵 + sin2 𝐶𝐶

+
1

sin2 𝐶𝐶 + sin2 𝐴𝐴
+

1
sin2 𝐴𝐴 + sin2 𝐵𝐵

≥ 2.                                   (13) 

    因為性質 1 所關心的(5)式成立，故我們可對(5)式右半邊不等號兩側的表達式取倒數，

藉此推得  

1
sin2 𝐴𝐴 + sin2 𝐵𝐵 + sin2 𝐶𝐶

≥
4
9

.                                                          (14) 

接著令  𝑃𝑃 = sin2 𝐵𝐵 + sin2 𝐶𝐶 ,𝑄𝑄 = sin2 𝐶𝐶 + sin2 𝐴𝐴 ,𝑅𝑅 = sin2 𝐴𝐴 + sin2 𝐵𝐵，則可利用柯西不等式推得  

�
1

sin2 𝐵𝐵 + sin2 𝐶𝐶
+

1
sin2 𝐶𝐶 + sin2 𝐴𝐴

+
1

sin2 𝐴𝐴 + sin2 𝐵𝐵
� (sin2 𝐴𝐴 + sin2 𝐵𝐵 + sin2 𝐶𝐶)

=
1
2
�

1
𝑃𝑃

+
1
𝑄𝑄

+
1
𝑅𝑅
� (𝑃𝑃 + 𝑄𝑄 + 𝑅𝑅) ≥

1
2

(1 + 1 + 1)2 =
9
2

. 
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以上式的推論結果搭配(14)式，即可推得  

1
sin2 𝐵𝐵 + sin2 𝐶𝐶

+
1

sin2 𝐶𝐶 + sin2 𝐴𝐴
+

1
sin2 𝐴𝐴 + sin2 𝐵𝐵

≥
9
2

×
1

sin2 𝐴𝐴 + sin2 𝐵𝐵 + sin2 𝐶𝐶
≥

9
2

×
4
9

= 2, 

因此(13)式成立，故與其等價的(1)式成立。  

接下來我們看(3)式的證明，回顧(13)式上方將(1)式改寫為(13)式的過程，同理可知我

們可將(3)式改寫為與其等價的下式：  

1
sin2 𝐵𝐵 + sin2 𝐶𝐶

×
1

sin2 𝐶𝐶 + sin2 𝐴𝐴
×

1
sin2 𝐴𝐴 + sin2 𝐵𝐵

≥
8

27
.                                 (15) 

為了證明上式，我們先利用算幾不等式搭配(5)式推得  

(sin2 𝐵𝐵 + sin2 𝐶𝐶)(sin2 𝐶𝐶 + sin2 𝐴𝐴)(sin2 𝐴𝐴 + sin2 𝐵𝐵)                                                            

≤ �
(sin2 𝐵𝐵 + sin2 𝐶𝐶) + (sin2 𝐶𝐶 + sin2 𝐴𝐴) + (sin2 𝐴𝐴 + sin2 𝐵𝐵)

3
�
3

=
8

27
(sin2 𝐴𝐴 + sin2 𝐵𝐵 + sin2 𝐶𝐶)3 ≤

8
27

× �
9
4
�
3

=
27
8

,                                                      (16) 

注意上式最後的不等號用上了(5)式。接下來，由於  sin𝐴𝐴 , sin𝐵𝐵 , sin𝐶𝐶 三數均正，我們有  

(sin2 𝐵𝐵 + sin2 𝐶𝐶)(sin2 𝐶𝐶 + sin2 𝐴𝐴)(sin2 𝐴𝐴 + sin2 𝐵𝐵) > 0, 

因此取(16)式的頭尾再分別取倒數後，即可推得(15)式成立，從而可知與(15)式等價的 (3)

式成立。  

透過上述搭配圖 1 所進行的討論完成(1), (3)兩式的證明後，現在我們準備證明(4)式。

首先，對於  ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 三內角的正弦值我們令  𝑃𝑃 = sin𝐴𝐴 ,𝑄𝑄 = sin𝐵𝐵 ,𝑅𝑅 = sin𝐶𝐶，則可利用柯西不等

式推得  

(sin𝐴𝐴 + sin𝐵𝐵 + sin𝐶𝐶)2 = (𝑃𝑃 + 𝑄𝑄 + 𝑅𝑅)2 ≤ (12 + 12 + 12)(𝑃𝑃2 + 𝑄𝑄2 + 𝑅𝑅2)

= 3(sin2 𝐴𝐴 + sin2 𝐵𝐵 + sin2 𝐶𝐶) ≤ 3 ×
9
4

=
27
4

. 

由於  sin𝐴𝐴 + sin𝐵𝐵 + sin𝐶𝐶 > 0，因此取上式頭尾的正平方根後可得  

sin𝐴𝐴 + sin𝐵𝐵 + sin𝐶𝐶 ≤
3√3

2
, 

至此即可確定(4)式成立。而利用上式搭配算幾不等式，則可進一步證明  

sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶 ≤ �
sin𝐴𝐴 + sin𝐵𝐵 + sin𝐶𝐶

3
�
3

≤
3√3

8
, 

注意 [1]文在證明該篇文章中的(2)式時使用了上式的條件。  
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本節最後，我們不妨回顧 [3]文。注意在 [3]文中作者兩度提到  sin𝐴𝐴 + sin𝐵𝐵 + sin𝐶𝐶 ≤ 3√3
2

 

即(4)式易證，筆者猜測 [3]文作者可能是使用詹森不等式 (Jensen’s inequality)來完成證明。

事實上，我們可搭配函數  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = sin 𝑥𝑥 是凹函數 (concave function)的條件，先利用詹森不等

式寫下：對任意  𝑛𝑛 = 1, 2, 3, …，有  

�𝜆𝜆𝑖𝑖𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

≤ 𝑓𝑓 ��𝜆𝜆𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

�, 

其中  0 ≤ 𝜆𝜆𝑖𝑖 ≤ 1 (𝑖𝑖 = 1, 2, 3, …𝑛𝑛)，且  ∑ 𝜆𝜆𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 1。特別地，對  𝑛𝑛 = 3，而  𝜆𝜆1 = 𝜆𝜆2 = 𝜆𝜆3 = 1

3
，可得  

sin𝐴𝐴 + sin𝐵𝐵 + sin𝐶𝐶
3

=
1
3
𝑓𝑓(𝐴𝐴) +

1
3
𝑓𝑓(𝐵𝐵) +

1
3
𝑓𝑓(𝐶𝐶) ≤ 𝑓𝑓 �

𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 + 𝐶𝐶
3

� = 𝑓𝑓 �
𝜋𝜋
3
� =

√3
2

. 

取上式的頭尾並同乘 3 後，即得(4)式。至於詹森不等式 (Jensen’s inequality)的詳細介紹，

讀者可參考 [5]。  

參、結語  

本文只是簡單的心得分享，能夠完成本文，筆者要感謝 [1],[2],[3]三文的作者丁遵標老

師，因為有他在文章中介紹(1), (2), (4)三式的結果，筆者才有機會完成本文，此外也十分

感謝審稿者對本文提出了許多有益的修正建議。  

在本文的寫作過程中，一個覺得有趣的地方是筆者在透過(12)式來完成(11)式的證明

後，想起了自己曾在 [6]文中也使用過類似的方式證明  

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 ≥ (𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 − 𝑎𝑎)(𝑐𝑐 + 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 − 𝑐𝑐), 

其中  𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 為三角形的三邊。最後無論如何，希望讀者在閱讀本文後能有所收穫，若讀者

願意的話，也可將本文視為對 [1],[2],[3]三文的補充。  
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