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應用統計分佈於極值事件推估之教學文件

吳南靖

國立臺灣海洋大學 海洋環境資訊系

壹、前言

大自然的力量無遠弗屆，其極端表現，無論是劇烈降雨造成的淹水、海象劇變引發的

港灣破壞，或是強陣風導致的設施損壞，都對人類社會構成嚴峻的挑戰。面對這些不可預

測的極端事件，工程設計與風險管理絕不能掉以輕心。然而，如何在有限的歷史觀測資料

下，推估未來可能出現的極端情境及其機率，正是應用數學與統計學所能發揮的價值。

在評估極端事件時，「重現期」（Return period）是一個常用且關鍵的指標。它量化了

某特定規模極端事件發生的稀有程度。它與年發生機率 P (即所謂的超越機率) 之間存在

著簡潔的數學關係：

T=1/P (1)

這意味著，在平穩條件下，若規模為 Tx 的事件(比如降雨強度、洪水流量、陣風風速、

波高、…等)之重現期為 年，則任一年年最大值超過 Tx 之機率為 1/ 。因此，理解並精

確推估極端事件的發生機率及其對應的重現期，是確保工程安全與經濟效益的基石。

本文以真實氣象觀測資料為素材，設計一套可於課程實施之探究與實作流程（真實資

料 → 步驟操作 → 作品產出與反思），呼應當前教育界所倡議之素養導向與探究式學習。

文章旨在成為連結學校教育與真實世界之教學資源，供數學、統計學教師及自學者參考，

並回應學生「我們為什麼要學統計？」之核心提問。

貳、統計樣本之超越機率

在實務上，我們會從觀測資料或數值模擬結果中選取 N 個樣本。規模由大至小排序

第 n 順位之值為 xn。利用 Goda (2000)歸納之排序公式，推估其累積機率

=1n

n a
F

N b

−
−

+
, 1, 2, ...,n N= (2)

式中 a 和 b 分別為經驗參數。其選用值，常用的有 a=0.5, b=0 (Hazen, 1914), a=0, b=1 (Weibull,

1939), a=0.375, b=0.25 (Blom, 1958)，及 a=0.44, b=0.12 (Gringorten, 1963)。
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關於取樣方法，一般以年最大法(annual maxima)從 K 年的資料中取每年之最大值，故

N=K。在統計樣本中，規模由大至小排序為 n 之事件的單次發生超越機率為

p=(1–Fn) (3)

其年發生超越機率 P 就等於該事件單次發生之超越機率。即

P=p (4)

逾閾值法（Peaks-Over-Threshold, POT）為相較於年最大法（Annual Maxima, AM）更具

彈性之極值分析方法，能夠保留超過門檻值的所有極端事件資訊，不受一年只能取一值的

限制。在某些特殊情形下，例如某區域常於一年內出現多次具災害性的洪水事件，若僅取

年度最大值恐會忽略其他關鍵事件的風險貢獻，此時即適合改採逾閾值法來取樣。從 K 年

的資料中篩選出 N 個事件時，平均每年有 λ 次事件(λ=N/K)。則其年發生超越機率 P 為

P=1–(1–p)λ (5)

參、統計樣本與已知統計分佈之擬合

對工程設計而言，為確保結構物在使用年限內能發揮功能，實測資料的長度應滿足統

計特性方能分析代表性的成果。然實際上往往因現有記錄不足而無法達成。此時，需要藉

由統計方法，利用有限長度的資料，去推估不同重現期如 10 年、50 年、100 年等之設計

條件。

在實際操作上，我們會計算累積機率 Fn 在某種已知的統計分佈所對應之推估值 ˆ
nx ，

並計算這些推估值與樣本值 nx 之間的方均根差距(Root Mean Square Discrepancy)來評估樣

本與統計分佈之擬合程度。

( )
21

ˆRMSD=
N

n n
n

x x
N

−∑ (6)

RMSD 愈小表示擬合度愈高。從不同的統計分佈中，我們會挑選擬合度最高的，做為

推估不同重現期設計條件之依據。另需注意， nx 為樣本分位數而非真值，而 ˆ
nx 則為分佈

在同一累積機率下的理論分位數，因此式(6)衡量的是兩者之「擬合差距」(Discrepancy)，

用以比較分佈擬合優劣，並非真值與推估結果之間的誤差(Error)。
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肆、常用的統計分佈

在諸多既有的統計分佈中，本文僅介紹實務上常用 6 種的統計分佈：常態分佈 (normal

distribution)、對數常態分佈 (log-normal distribution)、甘貝爾分佈 (Gumbel distribution)、韋

布爾分佈 (Weibull distribution)、皮爾森第三型分佈 (Pearson Type III distribution)、對數皮

爾森第三型分佈 (log-Pearson Type III distribution)。茲分述如下：

一、 常態分佈 (normal distribution)

使用常態分佈時，首先必須算出樣本之平均值 x 與標準差 s 。

1

1 N

n
n

x x
N =

= ∑ (7)

( )
2

1

1

1

N

n
n

s x x
N =

= −
−
∑ (8)

要求出 Fn 所對應的推估值時，則先計算對應累積機率 Fn 之常態標準化值。

1( )n nz F−= Φ (9)

其中
1−Φ 為標準常態分布之反累積機率函數（probit function）。然後依據以下公式求出

推估值

ˆ
n nx x z s= + (10)

二、 對數常態分佈 (log-normal distribution)

使用對數常態分佈時，首先透過對數轉換，將所有的 xn 轉換為 yn。

logn ny x= (11)

然後算出樣本經對數轉換後之平均值 y 與標準差 ys 。公式同(7)(8)，只不過變數換成 yn。

要針對 Fn 求出其所對應的推估值時，也是利用(9)計算其常態標準化值 nz ，然後利用

以下公式得 ˆ
ny

ˆ
n n yy y z s= + (12)

最後得到推估值
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ˆˆ 10 ny
nx = (13)

三、 甘貝爾分佈 (Gumbel distribution)

又稱極端值第一型分佈 (Extreme Value Type I distribution)。使用甘貝爾分佈時，一樣

要利用式 (7)及 (8)計算平均值 x 與標準差 s 。要針對 Fn 求出其所對應的推估值時，則先利

用以下公式求出機率因子

( )
6

ln( ln( ))n nk F γ
π

= − − − (14)

其中 0.5772γ = ，為歐拉・馬歇羅尼常數 (Euler–Mascheroni constant)。然後推估值為

ˆ
n nx x k s= + (15)

四、 韋布爾分佈 (Weibull distribution)

又稱極端值第三型分佈 (Extreme Value Type III distribution)。使用韋布爾分佈時，一

樣要利用式 (7)及 (8)計算平均值 x 與標準差 s 。不過，要求出 Fn 所對應的推估值時，則不

需要先求出機率因子，而是直接由以下公式求出 ˆ
nx

( )( )
1

ˆ ln 1n nx F αβ= − − (16)

其中α 及 β 分別為韋布爾分佈的形狀參數及尺度參數，並無顯式公式，需以數值方法求

解之。實務上，常利用以下公式(Justus et al., 1978)計算其近似值。

( )
1.086

/s xα
−

= (17)

( )/ 1 1/xβ α= Γ + (18)

其中， Γ為 Gamma 函數。另 Rahman and Chattopadhyay (2020)建議把式(17)改為

( )
1.0983

0.9874 /x sα = (19)

可略為提升推估結果之準確性。
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五、 皮爾森第三型分佈 (Pearson Type III distribution)

前四種分佈均為雙參數分佈，即只需用到樣本之平均值 x (或 y )與標準差 s (或 ys )即

可進行統計推估。皮爾森第三型分佈為三參數分佈，理論上具有更高之擬合度，但在樣本

數極度缺乏的情形下，可能有過度描述的情形。除了平均值與標準差，皮爾森第三型分佈

還需用到偏度。

( )
3

3
1

1 N

n
n

c x x
s N =

= −∑ (20)

要求出
nF 所對應的推估值時，皮爾森第三型分佈亦無顯式公式可用，需以數值方法求

解之。實務上，最廣泛採用的方法是基於 Wilson and Hilferty (1931)提出的轉換理論，它能

將皮爾森三型分佈的變數與常態標準化值 nz 建立精確的近似關係。首先利用公式(9)求得

nz ，接著透過以下由 Wilson and Hilferty (1931)轉換所推導的頻率因子 nk 公式求解：

32
2

1 1
6 6

n n

c c
k z

c

      = − + −           

(21)

Kite (1977) 則將上式展開為多項式，其形式如下：

2 3 4 5

2 3 21 1
( 1) ( 6 ) ( 1)

6 3 6 6 6 3 6
n n n n n n n

c c c c c
k z z z z z z

         
= + − + − − − + −         

         
(22)

最後將所求得之 nk 代入式(15)以求出 ˆ
nx 。

需留意式(21) 與式(22) 在數學上完全等價。早期為計算便利常採多項式展開之式

(22)，現代教科書與軟體計算頻率因子時則多直接使用更為簡潔、能體現數學根源的閉合

形式(21)。依據 Stedinger et al. (1993)之說明，Wilson and Hilferty (1931)及 Kite (1977)公式僅

適用於|z |≤2.33 且|c |≤2 的一般情況。若遇|z |>2.33 或|c |>2，則應以數值法直接反解累積機

率，所需之方程式與參數細節較繁，本文不再詳列，請參閱相關文獻(Wilson and Hilferty,

1931; Kite, 1977; Stedinger et al., 1993) 。
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六、 對數皮爾森第三型分佈 (log-Pearson Type III distribution)

對數皮爾森第三型分佈其實就是把所有的 xn 做對數轉換得到 yn，然後把皮爾森第三

型分佈公式裡的全部跟變數 x 有關的計算都換成對變數 y 做計算，做完 ˆ
ny 之統計推估後

再轉回 ˆ
nx 之過程。它與把對數轉換套用到常態分佈變成對數常態分佈的過程如出一轍，

故在此不展開贅述。

伍、設計條件之推估

在確定何種統計分佈與樣本資料的擬合度最佳之後，我們即可利用該統計分佈來進行

設計條件之推估。如果我們的樣本資料是來自於年最大法取樣，要推估 T 年重現期之設

計條件，就利用以下公式求其超越機率。

P=1/T (23)

然後計算它在統計分佈裡的累積機率

F=1−P (24)

最後利用前一節所述 6 種統計分佈由 F 求出理論值 x̂ 的步驟，則可得到該重現期之設

計條件。

若採逾閾值法（POT），要推估 T 年重現期之設計條件，仍先由式(23)取 P=1/T 作為

年超越機率；但因一年平均有 λ 次事件，換算到分佈累積機率時改用式(25)：

( )
1

1F P λ= − (25)

求得累積機率 F 後，反推理論值 x̂，並視之為設計值。相關程序，亦與前一節所述之

步驟完全相同。

陸、實例說明

我們蒐集中央氣象署自 1951 年至 2025 年於基隆氣象站所觀測到之年最大陣風風速

(詳表 1)來做實例說明。假設我們搭著時光機回到 2020 年，故取 1951 年至 2020 年(共 70

年)之資料進行分析。首先，做資料排序，並做統計樣本累積機率之推估。各種公式所推

估之統計樣本累積機率詳圖 1 所示。由圖可見，Hazen（1914）、Weibull（1939）、Blom（1958）

與 Gringorten（1963）等繪圖機率（plotting position）公式，在本資料集的排序機率估計上

所造成的差異相當有限；換言之，在相同排序與相同樣本數下，各公式所對應的累積機率
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曲線幾乎重疊，對後續設計值推估的影響不大。基於「結果差異不顯著」以及「方法選擇

需一致」兩項考量，本文後續計算遂採用年代較晚、且在極值分析情境中常用的 Gringorten

（1963）公式作為統一標準，以確保推估流程一致、便於比較與重現。

圖 1：年最大風速樣本於不同繪圖機率公式下之累積機率比較
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表 1：中央氣象署基隆站歷年最大陣風風速

年份 年最大陣風風速 年份 年最大陣風風速 年份 年最大陣風風速

1951 30.2 1976 53.6 2001 44.8

1952 26.5 1977 56.5 2002 24.3

1953 42.0 1978 27.0 2003 33.4

1954 21.5 1979 26.6 2004 47.3

1955 25.0 1980 35.0 2005 49.3

1956 41.5 1981 33.9 2006 28.4

1957 30.8 1982 56.0 2007 49.6

1958 43.8 1983 24.5 2008 39.6

1959 54.0 1984 28.2 2009 31.6

1960 38.0 1985 46.1 2010 28.8

1961 42.5 1986 34.7 2011 22.6

1962 40.0 1987 41.8 2012 32.8

1963 45.1 1988 26.7 2013 50.0

1964 34.5 1989 25.0 2014 32.4

1965 55.0 1990 50.5 2015 45.7

1966 35.5 1991 27.7 2016 39.3

1967 30.7 1992 24.6 2017 41.5

1968 26.0 1993 23.4 2018 22.8

1969 50.0 1994 41.8 2019 28.6

1970 25.5 1995 23.7 2020 22.2

1971 67.0 1996 59.5 2021 23.9

1972 38.1 1997 34.8 2022 21.0

1973 24.3 1998 34.8 2023 24.8

1974 37.9 1999 29.5 2024 41.4

1975 29.8 2000 36.7 2025 27.3
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接下來，我們算出排序第 1 至第 70 之 Gringorten（1963）公式累積機率在前述的 6 種

常用統計分佈之推估值 ˆ
nx (n=1, 2, …, 70)，並計算它們與樣本值 nx 之間的方均根差距，詳

表 2 所示。統計樣本與各種分佈之累積機率比較則詳圖 2 所示。

表 2：各統計分佈之擬合差距指標（RMSD）比較

統計分佈 RMSD

常態分佈 2.48

對數常態分佈 1.47

甘貝爾分佈 1.65

韋布爾分佈 2.52

皮爾森第三型分佈 1.46

對數皮爾森第三型分佈 1.64

圖 2：統計樣本與各種分佈擬合結果之累積機率比較
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經計算比對，與統計樣本擬合度最高的統計分佈為皮爾森第三型分佈。據此，我們

計算 2 年、3 年、5 年、10 年等重現期之年最大風速分別為 35.3 m/s、40.1 m/s、45 m/s、

50.8 m/s。由實際的 2021 至 2025 年資料，觀測到的最大風速為 41.4 m/s，故在這 5 年中，

風速超過 35.3 m/s (2 年重現期)有發生，風速超過 40.1 m/s (3 年重現期)也有發生，風速超

過 45 m/s (5 年重現期)及風速超過 50.8 m/s 則均未發生。

我們來分析結果之合理性。依據超越機率之定義，平均而言，未來每年年最大風速

超過 35.3 m/s 的機率為 50%，超過 40.1 m/s 的機率為 33.33%, 超過 45 m/s 的機率為 20%，

超過 50.8 m/s 的機率為 10%。也就是說，拿 2020 年之前的分析結果來看 2021 至 2025 年：

會發生風速超過 35.3 m/s 的機率為 1−(1−0.5)
5
=96.9%；

會發生風速超過 40.1 m/s 的機率為 1−(1−0.3333)
5
=86.8%；

會發生風速超過 45 m/s 的機率為 1−(1−0.2)
5
=67.2%；

會發生風速超過 50.8 m/s 的機率為 1−(1−0.1)
5
=41%

整體而言，觀測結果與機率推估之趨勢一致：2–3 年重現期對應之門檻（35.3、40.1

m/s）在五年期間內出現的機率本就偏高，實際亦確有發生；至於較高門檻（45、50.8 m/s）

雖然在五年內仍有一定機率可能出現，但其「未發生」的機率分別為 32.8%與 59%，因此

2021–2025 年未觀測到超越 45 m/s 與 50.8 m/s 並不矛盾。後續可隨資料年數增加再行

檢驗其穩健性。因此，利用這套方法與流程所推得之 20 年、50 年等重現期之年最大陣風

風速，應具相當高之合理性。

柒、結語

本文介紹了極端事件重現期的基本概念，說明如何透過統計樣本估算其超越機率，並

闡述常用的 6 種統計分佈，包括其推估步驟與適用情境。實例部分以中央氣象署基隆氣象

站自 1951 年至 2025 年之年最大陣風資料為例，進行統計分佈擬合，結果顯示皮爾森第三

型分佈最為貼近歷史樣本。

需強調的是，本文所述為現行常見之極值統計分析方法，其目的在於介紹操作流程與

應用方式。實際上，大氣與海象變化難以精準掌握，氣候變遷更進一步提高未來極端事件

的不確定性。因此，本文所推算的各重現期對應之極端值僅供參考，並不代表未來必然會

或不會發生，實務應用時仍應配合最新資料，結合領域專業知識進行整合判讀與評估。
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